
5学分、信息、统计外招

高等数学I

数学系王伟文

第一章 函数与极限

课程网页: https://wangyuanhao.github.io/advanced_mathematics/



课程要求

按时出勤、提交作业，有事请假。根据教学规定缺
勤或缺作业超过1/3不能参加期末考试；

上课请带上笔和草稿纸

微信上搜索雨课堂小程序，认证登陆后找到课程：2024-微积分I



作业要求

• 每次提交作业不能超过3张A4纸，每一张标注学号和

姓名；

• 每两周提交一次作业。每次课后，作业及提交时间在
课程网页公布;

• 不符合提交要求将拒收；

• 除了解答正确与否，作业完成度也很重要的评价标准。

完成度>准确性



教材

• 《微积分》上、下册，同济大学应用数学系编，高等教育出版社

• 《数学分析》上、下册，复旦大学陈传璋等编，高等教育出版社

• 《高等数学释疑解难》工科数学课程教学指导委员会编，高等教

育出版社

• 《高等数学例题与习题》 同济大学高等数学教研室编，同济大学

出版社

《高等数学》(第七版)上册，同济大学应用数学系主编，

高等教育出版社

参考书目
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第一节 映射与函数

映射 设𝑋, 𝑌是两个非空集合,如果存在一个法则𝑓,使得对𝑋中每个元素𝑥,按

法则𝑓,在𝑌中有唯一确定的元素𝑦与之对应,则称𝑓为𝑋到𝑌的映射,记作

𝑓: 𝑋 → 𝑌,

其中𝑦称为元素𝑥的像,记作𝑓(𝑥),即𝑦 = 𝑓 𝑥 ;而元素𝑥称为元素𝑦的一个原像

X
Y

x y

f

原像 像

定义域 值域
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第一节 映射与函数

映射 设𝑋, 𝑌是两个非空集合,如果存在一个法则𝑓,使得对𝑋中每个元素𝑥,按

法则𝑓,在𝑌中有唯一确定的元素𝑦与之对应,则称𝑓为𝑋到𝑌上到映射,记作

𝑓: 𝑋 → 𝑌,

其中𝑦称为元素𝑥的像,记作𝑓(𝑥),即𝑦 = 𝑓 𝑥 ;而元素𝑥称为元素𝑦的一个原像

• 映射三要素:定义域、值域的范围、对应法则

• 映射的像是唯一的,但原像不一定唯一

• 请阅读课本例1、例2、例3
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第一节 映射与函数

满射、单射和双射 设𝑓为𝑋到𝑌的映射, 

• 若𝑅𝑓 = 𝑌,即𝑌中任意一元素𝑦都是𝑋中某一元素的像,则称𝑓为𝑋到𝑌上映射

或满射;

• 若𝑋中任意两个不同元素𝑥1 ≠ 𝑥2,有𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2),则称𝑓为𝑋到𝑌的单射;

• 若𝑓既然是单射,又是满射,则称𝑓为一一映射.
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随堂练习

请判断一下对应关系是否是映射,若是,能否判断其映射类型

1

2

3

4

7

9

1
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4
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9

1

2

3

4

7

9

(1) (2)

(3)

1

2

3

7

9

(4)

非映射
单射&满射,一一映射

映射 满射

𝑓 𝑓

𝑓 𝑓
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随堂练习

请判断一下对应关系是否是映射,若是,能否判断其映射类型

1

2

3

4

7

9

(5) 𝑓

0

单射
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第一节 映射与函数

逆映射 设𝑓为𝑋到𝑌的单射, 对任意𝑦 ∈ 𝑅𝑓,有唯一的𝑥 ∈ 𝑋,使得𝑦 = 𝑓(𝑥),因

此可以定义一个从𝑅𝑓到𝑋的新映射𝑔,此时

𝑥 = 𝑔(𝑦).

对任意𝑦 ∈ 𝑅𝑓,若𝑥 = 𝑔(𝑦),则一定有𝑦 = 𝑓 𝑥 成立.此映射𝑔称为𝑓的逆映射,

记作𝑓−1

1

2

3

4

7

9

𝑓

0

单射

1

2

3

4

7

9

𝑓−1

0

逆映射
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第一节 映射与函数

复合映射 设有两个映射𝑔、𝑓,

𝑔: 𝑋 → 𝑌1 𝑓: 𝑌2 → 𝑍

且𝑌1 ⊆ 𝑌2,则由映射𝑔和𝑓可以定义一个从𝑋到𝑍的对应法则,此对应法则确定

了一个从𝑋到𝑍的,记为

𝑓o𝑔: 𝑋 → 𝑍 𝑓o𝑔 𝑥 = 𝑓[𝑔(𝑥)]

称为𝑔与𝑓的复合映射.

1

2

3

4

7

𝑔

4
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𝑓

𝑋 𝑌1 𝑌2 𝑍

1
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3
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12

𝑓o𝑔

𝑋 𝑍
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第一节 映射与函数

复合映射 设有两个映射𝑔、𝑓,

𝑔: 𝑋 → 𝑌1 𝑓: 𝑌2 → 𝑍

且𝑌1 ⊆ 𝑌2,则由映射𝑔和𝑓可以定义一个从𝑋到𝑍的对应法则,此对应法则确定

了一个从𝑋到𝑍的,记为

𝑓o𝑔: 𝑋 → 𝑍 𝑓o𝑔 𝑥 = 𝑓[𝑔(𝑥)]

称为𝑔与𝑓的复合映射.

• 映射𝒈与𝒇构成复合映射的条件是: 𝒈的值域𝑹𝒈必须包含在𝒇的定义域中,

即𝑹𝒈 ⊆ 𝑫𝒇.
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第一节 映射与函数

函数 设数集𝐷 ⊆ ℝ,则称映射𝑓: 𝐷 → ℝ为定义在𝐷上的函数,简记为

𝑦 = 𝑓 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐷.

其中𝑥称为自变量,𝑦称为因变量,𝐷称为值域,记作𝐷𝑓 ≔ 𝐷.

• 对任意𝒙 ∈ 𝑫,存在唯一𝒚 ∈ ℝ与之对应

• 这个值称为函数𝒇在𝒙处的函数值,记作𝒇(𝒙),即𝒚 = 𝒇(𝒙)

• 因变量 𝒚与自变量𝒙的依赖关系称为函数关系

• 函数值𝒇(𝒙)的全体构成的集合称为函数𝒇的值域,记作𝑹𝒇或𝒇(𝑫),即

𝑹𝒇 = 𝒇 𝑫 = {𝒚|𝒚 = 𝒇 𝒙 , 𝒙 ∈ 𝑫}

• 两个函数相同,若两者定义域与对应法则相同
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第一节 映射与函数

例子 自由落体运动中,设物体的下落时间为𝑡,下落距离为𝑠,记开始下落时刻

𝑡 = 0,落地时刻为𝑇,则𝑡与𝑠的函数关系为

𝑠 =
1

2
𝑔𝑡2, 𝑡 ∈ [0, 𝑇]

此函数定义域为区间[0, 𝑇]
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第一节 映射与函数

• 𝑦 = 𝑥, 𝑥 ≥ 0

一些常见函数的自然定义域

• 𝑦 = log 𝑥 , 𝑥 > 0

• 𝑦 =
1

𝑥
, 𝑥 ≠ 0 

自然定义域 使得算式有意义的所有实数组成的集合



随堂练习

• 请确定以下函数的(自然)定义域

(1) 𝑦 = 𝑥 − 1 (2) 𝑦 = (𝑥 + 1)2 (3) 𝑦 = 𝑥2 − 1

(4) 𝑦 = log2(𝑥 − 1) (5) 𝑦 = log2(𝑥
2 + 1) (6) 𝑦 = log2(𝑥

2 − 1)

(7) 𝑦 =
1

𝑥−1
(8) 𝑦 =

1

𝑥2−1
(9) 𝑦 =

1

𝑥2+1

𝟏 𝒙 ≥ 𝟏 𝟐 𝒙为任意实数 𝟑 𝒙 ≥ 𝟏或𝒙 ≤ −𝟏

𝟒 𝒙 > 𝟏

𝟗 𝒙为任意实数

𝟔 𝒙 > 𝟏或𝒙 < −𝟏

𝟕 𝒙 ≠ 𝟏 𝟖 𝒙 ≠ 𝟏且𝒙 ≠ −𝟏

𝟓 𝒙为任意实数



判断函数𝒚 = 𝒙与𝒚 = 𝒙𝟐是否是相同的函数关系

不是，因为对应法则不同，前者𝑦 = 𝑓 𝑥 = 𝑥,后者𝑦 = |𝑥|

随堂练习
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第一节 映射与函数

绝对值函数

𝑦 = 𝑥 = ቊ
−𝑥, 𝑥 < 0.
𝑥, 𝑥 ≥ 0.

𝑦 = sgn(𝑥) = ቐ
−1, 𝑥 < 0.
0 𝑥 = 0.
1, 𝑥 > 0

符号函数

分段函数:用多个式子表示一个函数
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第一节 映射与函数

函数有界性 设函数𝑓(𝑥)的定义域为𝐷,数集𝑋 ⊆ 𝐷.

• 若存在数𝐾1使得

𝑓(𝑥) ≤ 𝐾1,

对任意𝑥 ∈ 𝐾1成立,则称函数𝑓(𝑥)在𝑿上有上界,称𝐾1为函数𝑓(𝑥)在𝑋上对一个

上界;

• 若存在数𝐾2使得

𝑓(𝑥) ≥ 𝐾2,

对任意𝑥 ∈ 𝐾2成立,则称函数𝑓(𝑥)在𝑿上有下界,称𝐾1为函数𝑓(𝑥)在𝑋上对一

个下界
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第一节 映射与函数

函数有界性 设函数𝑓(𝑥)的定义域为𝐷,数集𝑋 ⊆ 𝐷.

• 若存在正数𝑀使得

|𝑓 𝑥 | ≤ 𝑀,

对任意𝑥 ∈ 𝑋成立,则称函数𝑓(𝑥)在𝑿上有界.若这样的𝑀不存在,则称𝑓(𝑥)在

𝑓(𝑥)上无界.

• 函数𝒇 𝒙 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙满足|𝒇(𝒙)| ≤ 𝟏,对任意𝒙 ∈ (−∞,+∞),此函数在

(−∞,+∞)上有界;

• 函数𝒇 𝒙 =
𝟏

𝒙
在区间(𝟎, 𝟏)上有下界,无上界,但该函数在此区间内无界;

• 函数𝒇 𝒙 =
𝟏

𝒙
在区间(𝟏, 𝟐)上既有下界,也有上界,此函数在该区间内有界
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第一节 映射与函数

函数的单调性 设函数𝑓(𝑥)的定义域为𝐷,区间𝐼 ⊆ 𝐷,若对于区间𝐼上两点

𝑥1,𝑥2

• 若𝑥1 < 𝑥2,总有𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2),则称函数𝑓(𝑥)在区间𝐼上单调增加;

• 若𝑥1 < 𝑥2,总有𝑓 𝑥1 > 𝑓(𝑥2),则称函数𝑓(𝑥)在区间𝐼上单调减少.

单调增加和单调减少的函数统称单调函数.

• 函数𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐在区间[𝟎, +∞)上单调增加,在区间(−∞, 𝟎]上单调减少;

• 在区间(−∞,+∞)内函数𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐不是单调的;

• 函数𝒇 𝒙 = 𝒙𝟑在区间(−∞,+∞)内单调增加.
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偶函数 设𝑫关于原点对称，对于任意𝑥 ∈ 𝐷，有

𝑓 −𝑥 = 𝑓(𝑥)，

则称𝑓(𝑥)为偶函数

偶函数

y

x

),( yxP −

)(xfy =

o x-x

),( yxP

• 偶函数的图形关于𝒚轴对称

第一节 映射与函数
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奇函数 设𝑫关于原点对称，对于任意𝑥 ∈ 𝐷，有

𝑓 −𝑥 = −𝑓(𝑥)，

则称𝑓(𝑥)为奇函数

奇函数 

),( yxP −−

y

xo x
-x

)(xfy =

),( yxP

• 奇函数的图形关于原点对称

• 若奇函数在𝒙 = 𝟎处有定义，则

𝒇 𝟎 = 𝟎，即奇函数过原点

• 既不是偶函数也不是奇函数的函数，

可简称非奇非偶函数

第一节 映射与函数



随堂练习

• 请判断以下函数的奇、偶性

(1) 𝑦 = 𝑥2 (2) 𝑦 = (𝑥 + 1)2 (3) 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥

(4) 𝑦 = |𝑥| (5) 𝑦 = 𝑥3 (6) 𝑦 = −𝑥3 − 𝑥

(7) 𝑦 =
1

𝑥 (8) 𝑦 =
𝑥2+1

𝑥
(9) 𝑦 =

1

𝑥2+1

𝟏 偶函数 𝟑  非奇非偶函数

𝟒  偶函数 𝟔 奇函数

𝟕 奇函数 𝟖  奇函数

𝟓 奇函数

𝟗  偶函数

𝟐  非奇非偶函数
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周期函数 设𝐷为函数𝑓(𝑥)的定义域，若存在正常数𝑇，对于

任意𝑥 ∈ 𝐷，有(𝑥 ± 𝑇) ∈ 𝐷,且

𝑓 𝑥 + 𝑇 = 𝑓(𝑥)恒成立

则称𝑓(𝑥)为周期函数，𝑇称为函数的周期，满足上式的最小

的𝑇值称为最小正周期

𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟎 + 𝟐𝝅 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟎 𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟎 + 𝟐𝝅 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟎

第一节 映射与函数
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周期函数 设𝐷为函数𝑓(𝑥)的定义域，若存在正常数𝑇，对于

任意𝑥 ∈ 𝐷，有(𝑥 ± 𝑇) ∈ 𝐷,且

𝑓 𝑥 + 𝑇 = 𝑓(𝑥)恒成立

则称𝑓(𝑥)为周期函数，𝑇称为函数的周期，满足上式的最小

的𝑇值称为最小正周期

第一节 映射与函数

狄利克雷(Dirichlet)函数

𝒚 = 𝑫(𝒙) = ቊ
𝟏, 𝒙 ∈ ℚ.
𝟎, 𝒙 ∈ ℚ𝒄.

以任意正有理数为周期,故不存在最小正周期.
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第一节 映射与函数

反函数 设函数𝑓: 𝐷 → 𝑓(𝐷)是单射,则它存在逆映射𝑓−1: 𝑓(𝐷) → 𝐷,此逆映射

称为函数𝑓的反函数.

• 对任意𝒚 ∈ 𝒇(𝑫),有唯一𝒙 ∈ 𝐷使得𝒚 = 𝒇(𝒙),故有𝒇−𝟏 𝒚 = 𝒙

• 函数𝒚 = 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟑,𝒙 ∈ ℝ是单射,故有反函数,其反函数为𝒙 = 𝒚
𝟏

𝟑, 𝒚 ∈ ℝ

• 习惯上自变量用𝒙表示,因变量用𝒚表示,故𝒚 = 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟑,𝒙 ∈ ℝ的反函数

表示为𝒚 = 𝒙
𝟏

𝟑, 𝒙 ∈ ℝ



随堂练习

• 请求出下列函数的反函数,注意要写明定义域,若反函数不存在请指明
理由

(1) 𝑦 = 𝑓 𝑥 = 𝑥

(4) 𝑦 = 𝑓 𝑥 = |𝑥|

(2) 𝑦 = 𝑓 𝑥 =
1

𝑥

(3) 𝑦 = 𝑓 𝑥 = 2𝑥 + 1

(5) 𝑦 = 𝑓 𝑥 = 1 − 𝑥2, 𝑥 ≥ 0

𝟏 𝒙 = 𝒇−𝟏 𝒚 = 𝒚, 𝒚 ∈ ℝ 𝟐 𝒙 = 𝒇−𝟏 𝒚 =
𝟏

𝒚
, 𝒚 ≠ 𝟎

𝟑 𝒙 = 𝒇−𝟏 𝒚 =
𝒚 − 𝟏

𝟐
, 𝒚 ∈ ℝ

𝟒 反函数不存在，当𝒚 = 𝟏时，𝒙 =
𝟏或𝒙 = −𝟏，也就是说，不存在唯一
的𝒙与𝒚对应

(5) 𝒙 = 𝒇−𝟏 𝒚 = 𝟏 − 𝒚, 𝒚 ≤ 𝟏
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第一节 映射与函数

复合函数 设函数𝑦 = 𝑓(𝑢)的定义域为𝐷𝑓,函数𝑢 = 𝑔(𝑥)的定义域为𝐷𝑔,且其

值域为𝑅𝑔 ⊆ 𝐷𝑓,则由下式确定的函数

𝑦 = 𝑓[𝑔(𝑥)], 𝑥 ∈ 𝐷𝑔

称为由函数 𝑢 = 𝑔(𝑥)与函数 𝑦 = 𝑓(𝑢)构成的复合函数 ,记为 𝑓 ∘ 𝑔 ,即

𝑓 ∘ 𝑔 𝑥 = 𝑓[𝑔(𝑥)],它的定义域为𝐷𝑔,变量𝑢为中间变量.

• 习惯上为方便起见,仍称𝒚 = 𝐥𝐧 (𝒙 + 𝟏)为函数𝒖 = 𝒙 + 𝟏和函数𝒚 = 𝐥𝐧 𝒖

的复合函数,它的定义域不是𝒖 = 𝒙 + 𝟏的自然定义域,而是其一个子集

(−𝟏,+∞)
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第一节 映射与函数

函数运算 设函数𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)的定义域依次为𝐷𝑓, 𝐷𝑔,𝐷 = 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 ≠ ∅,则我

们可以定义这两个函数的下列运算

• 和(差)𝒇 ± 𝒈: 𝒇 ± 𝒈 𝒙 = 𝒇 𝒙 ± 𝒈 𝒙 , 𝒙 ∈ 𝑫

• 积𝒇 ∙ 𝒈: 𝒇 ∙ 𝒈 𝒙 = 𝒇 𝒙 ∙ 𝒈 𝒙 , 𝒙 ∈ 𝑫

• 商
𝒇

𝒈
:

𝒇

𝒈
𝒙 =

𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
, 𝒙 ∈ 𝑫/{𝒙|𝒈 𝒙 = 𝟎, 𝒙 ∈ 𝑫}
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基本初等函数

常数函数 𝑦 = 𝐶(𝐶是常数)，其定义域为(−∞,+∞)

第一节 映射与函数
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基本初等函数

幂函数 𝑦 = 𝑥𝑎(𝑎为实数)，其定义域由𝑎的取值确定。

𝑎 = −1，𝑦 = 𝑥−1 =
1

𝑥
，定义域为(−∞, 0) ∪ (0,+∞)

𝑎 =
1

2
，𝑦 = 𝑥

1

2 = 𝑥，定义域为[0, +∞)

第一节 映射与函数
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基本初等函数

指数函数 𝑦 = 𝑎𝑥(𝑎 > 0且𝑎 ≠ 1)，其定义域为(−∞,+∞)

• 无论𝒂取何值，都通过点(𝟎, 𝟏)，且𝒚总大于0

• 当𝒂 > 𝟏时，函数单调递增

• 当𝟎 < 𝒂 < 𝟏时，函数单调递减

第一节 映射与函数
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基本初等函数

对数函数 𝑦 = log𝑎 𝑥 (𝑎 > 0且𝑎 ≠ 1)，其定义域为(0, +∞)

• 无论𝒂取何值，都通过点(𝟏, 𝟎)

• 当𝒂 > 𝟏时，函数单调递增

• 当𝟎 < 𝒂 < 𝟏时，函数单调递减

• 与指数函数互为反函数𝒙 = 𝒂𝒚

第一节 映射与函数
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基本初等函数

三角函数 
𝒚 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙, 𝒚 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙, 𝒚 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙

• 𝒚 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙是偶函数

• 𝒚 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙, 𝒚 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙是奇函数

• 𝒚 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙, 𝒚 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙是以𝟐𝝅为周期的函数，𝒚 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙是以𝝅

为周期的函数

• 𝐬𝐢𝐧 𝒙 ≤ 𝟏 , 𝐜𝐨𝐬 𝒙 ≤ 𝟏均为有界函数

第一节 映射与函数
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第八节 初等函数

基本初等函数

反三角函数 
𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 𝒙, 𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬 𝒙, 𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒙

• 𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 𝒙 , 𝒙 ∈ −𝟏, 𝟏 , 𝒚 ∈ −
𝝅

𝟐
,
𝝅

𝟐

• 𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬 𝒙 , 𝒙 ∈ −𝟏, 𝟏 , 𝒚 ∈ 𝟎, 𝝅

• 𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒙 , 𝒙 ∈ (−∞,+∞), 𝒚 ∈ −
𝝅

𝟐
,
𝝅

𝟐

分别对应𝒚 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙, 𝒚 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙, 𝒚 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙的反函数
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第一节 映射与函数

初等函数 由常数和基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的函数复

合步骤所构成可用一个式子表示的函数,称为初等函数.

• 𝒚 = 𝟏 − 𝒙𝟐

• 𝒚 = 𝐬𝐢𝐧𝟑(𝒙)

• 𝒚 = 𝐜𝐨𝐭
𝒙

𝟐
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作业

习题1-1

• 1(1)(3)(4)(9);2(1);4(2);7(1)(3)(5);8(4)(5)

• 9(1)(2)(5);11(1)(4);12(3)
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