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数学系王伟文

第四章 中值定理及导数的应用



2

第一节 中值定理

费马定理 若函数𝒇(𝒙)在(𝒂, 𝒃)内一点𝒙𝟎取得最大值或最小值，且𝒇(𝒙)

在点𝒙𝟎可导，则𝒇′ 𝒙𝟎 = 𝟎

1 2 x

y

o

)(xfy =

几何解释：曲线在最高点或最低点如果有切线，则切线必然是水平的
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第一节 中值定理

费马定理 若函数𝒇(𝒙)在(𝒂, 𝒃)内一点𝒙𝟎取得最大值或最小值，且𝒇(𝒙)

在点𝒙𝟎可导，则𝒇′ 𝒙𝟎 = 𝟎

例1 讨论开区间(−1,1)上的函数𝑦 = 𝑓 𝑥 = 𝑥2，当𝑥 = 0时，函数在(−1,1)

内取得最小值𝑓 𝑥 = 0,可以验证𝑓′ 0 = 0



4

第一节 中值定理

费马定理 若函数𝒇(𝒙)在(𝒂, 𝒃)内一点𝒙𝟎取得最大值或最小值，且𝒇(𝒙)

在点𝒙𝟎可导，则𝒇′ 𝒙𝟎 = 𝟎

例2 讨论开区间(−1,1)上的函数𝑦 = 𝑓 𝑥 = 1 − 𝑥2，当𝑥 = 0时，函数在(−1,1)

内取得最大值𝑓 0 = 1,可以验证𝑓′ 0 = 0
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第一节 中值定理

罗尔中值定理 若函数𝒇(𝒙)满足以下3个条件：

a. 在闭区间[𝒂, 𝒃]上连续；

b. 在开区间(𝒂, 𝒃)上可导；

c. 在区间的两个端点函数值相等，即𝒇 𝒂 = 𝒇(𝒃)；

则至少存在一点𝝃 ∈ (𝒂, 𝒃)，满足𝒇′ 𝝃 = 𝟎

xO

y C

 b

A B

a

如果连续光滑曲线𝑦 = 𝑓(𝑥)在点𝐴、

𝐵处的纵坐标相等，那么在弧෢𝐴𝐵上

至少有一点𝐶 𝜉, 𝑓 𝜉 ，曲线在𝐶点

的切线平行于𝑥轴

𝜉, 𝑓 𝜉

𝑎, 𝑓 𝑎 𝑏, 𝑓 𝑏
𝑦 = 𝑓(𝑥)
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第一节 中值定理

课本例1 函数𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 2𝑥 − 3在区间[−1,3]上罗尔中值定理成立

解： 显然𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 2𝑥 − 3在[−1,3]上连续

𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 2𝑥 − 3在(−1,3)上可导

𝑓 −1 = 0 = 𝑓(3)

因此𝑓 𝑥 满足罗尔中值定理的3个条件，故必然存在一点𝜉 ∈ −1,3 ，满足

𝑓′ 𝜉 = 0

满足条件1

满足条件2

满足条件3

事实上因为𝑓′ 𝑥 = 2(𝑥 − 1)，所以有𝑓′ 1 = 0，1 ∈ −1,3 ，上述结论中

可取𝜉 = 1
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第一节 中值定理

拉格朗日中值定理 若函数𝒇(𝒙)满足以下2个条件：

a. 在闭区间[𝒂, 𝒃]上连续；

b. 在开区间(𝒂, 𝒃)上可导；

则至少存在一点𝝃 ∈ (𝒂, 𝒃)，满足

𝒇′ 𝝃 =
𝒇 𝒃 − 𝒇(𝒂)

𝒃 − 𝒂
或等价地

𝒇 𝒃 = 𝒇 𝒂 + 𝒇′(𝝃)(𝒃 − 𝒂)

• 在上述两个条件的基础上，若在区间的两个端点函数值相等，即𝒇 𝒂 =

𝒇(𝒃)，则有𝒇′ 𝝃 = 𝟎，拉格朗日中值定理即为罗尔中值定理。
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第一节 中值定理

拉格朗日中值定理的一个推论 若函数𝒇(𝒙)在区间(𝒂, 𝒃)内任意一

点的导数𝒇′ 𝒙 = 𝟎，则函数𝒇(𝒙)在(𝒂, 𝒃)内是一个常数

在区间内导数为0的函数，在这个区间上必然是一个常数
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第二节 洛必达法则

洛必达法则是求这类未定式极限的一种重要方法

在函数商的极限中，如果分子分母同是无穷小或同是

无穷大，那么极限可能存在，也可能不存在，这种极

限称为未定式，记为

0

0

∞

∞
及

lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥2)

𝑥2
lim

𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥𝑛
(𝑛 > 0)
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第二节 洛必达法则

设函数𝑓(𝑥)与𝑔(𝑥)满足条件：

(1) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝒇 𝒙 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝒈 𝒙 =𝟎 或 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝒇 𝒙 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝒈 𝒙 =∞ 

(2) 在𝒙 → 𝑷的某个邻域内可导，且𝑔′(𝑥) ≠ 0

(3) lim
𝑥→𝑃

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
= 𝐴(或∞)

则必有

lim
𝑥→𝑃

𝑓 𝑥

𝑔 𝑥
= lim

𝑥→𝑃

𝑓′ 𝑥

𝑔′ 𝑥
=𝐴(或∞)

• 洛必达法则表明，若满足洛必达法则的使用条件，求极限 lim
𝑥→𝑃

𝑓 𝑥

𝑔 𝑥
可以等

价与求极限 lim
𝑥→𝑃

𝑓′ 𝑥

𝑔′ 𝑥
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第二节 洛必达法则

课本例1 求lim
𝑥→2

𝑥4−16

𝑥−2

解：

lim
𝑥→2

𝑥4 − 16 = lim
𝑥→2

(𝑥 − 2) = 0

𝑓 𝑥 = 𝑥4 − 16和𝑔 𝑥 = 𝑥 − 2
均可导

且𝑔′ 𝑥 = 1在𝑥 = 2的的某个
空心邻域内不等于0

故符合洛必达法则的使用条件

原式= lim
𝑥→2

(𝑥4−16)′

(𝑥−2)′

= lim
𝑥→2

4𝑥3

1

= lim
𝑥→2

4𝑥3

= 4 ∙ 23= 32



13

第二节 洛必达法则

课本例10 求 lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥2

解：

lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥2 = +∞

𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 和𝑔 𝑥 = 𝑥2均可导

且𝑔′ 𝑥 = 2𝑥在𝑥 → +∞的过程
中不等于0

故符合洛必达法则的使用条件

原式= lim
𝑥→+∞

(𝑒𝑥)′

(𝑥2)′

= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

2𝑥

= lim
𝑥→+∞

(𝑒𝑥)′

(2𝑥)′

= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

2

= +∞

再次符合洛必达
法则的使用条件

只要满足洛必达法则的使用条
件都可以使用洛必达法则

∞

∞
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第二节 洛必达法则

课本例4 求lim
𝑥→0

𝑥 −sin 𝑥

𝑥3

解：

原式= lim
𝑥→0

(𝑥 −sin 𝑥)′

(𝑥3)′

= lim
𝑥→0

1 − cos 𝑥

3𝑥2

= lim
𝑥→0

(1 − cos 𝑥)′

(3𝑥2)′

= lim
𝑥→0

sin 𝑥

6𝑥

=
1

6
∙ lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
=
1

6

= lim
𝑥→0

sin 𝑥

6𝑥 = lim
𝑥→0

(sin 𝑥)′

(6𝑥)′

= lim
𝑥→0

cos 𝑥

6
=
1

6

0

0

0

0

0

0
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第二节 洛必达法则

例 求lim
𝑥→1

𝑥3−3𝑥+2

𝑥3−𝑥2−𝑥+1

解：

0

0

原式= lim
𝑥→1

(𝑥3−3𝑥+2)′

(𝑥3−𝑥2−𝑥+1)′

= lim
𝑥→1

3𝑥2 − 3

3𝑥2 − 2𝑥 − 1

0

0

= lim
𝑥→1

(3𝑥2 − 3)′

(3𝑥2 − 2𝑥 − 1)′

= lim
𝑥→1

6𝑥

6𝑥 − 2

=
lim
𝑥→1

6𝑥

lim
𝑥→1

(6𝑥 − 2)
=
3

2

不是
0

0
、

∞

∞
，不能使用洛必达法则
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第二节 洛必达法则

例 求 lim
𝑥→∞

𝑥+cos 𝑥

𝑥

解：

∞

∞

原式= lim
𝑥→∞

(𝑥+cos 𝑥)′

(𝑥)′

= lim
𝑥→∞

1 − sin 𝑥

1

= lim
𝑥→∞

(1 − sin 𝑥) 此极限不存在，不符合洛必达法则使用条件

lim
𝑥→∞

𝑥+cos 𝑥

𝑥
= lim

𝑥→∞
1 +

1

𝑥
cos 𝑥 = 1解：
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第二节 洛必达法则

洛必达法则不是无所不能

• 若不是
𝟎

𝟎
或

∞

∞
的未定式，不能使用洛必达法则化简极限

• 当𝐥𝐢𝐦
𝒇′(𝒙)

𝒈′(𝒙)
不是常数𝑨且不为∞时，不能断言𝐥𝐢𝐦

𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
不

存在，只能说明使用洛必达法则失效，需要使用其他

的解决方法

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

𝟔𝒙

𝟔𝒙 − 𝟐

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝒙

𝒙
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第三节 使用洛必达法则求其
他类型的未定式

𝟎 ∙ ∞ ∞−∞ 𝟎𝟎 𝟏∞ ∞𝟎

转化为
𝟎

𝟎
或

∞

∞
型的未定式求解
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第三节 使用洛必达法则求其
他类型的未定式

𝟎 ∙ ∞

∞−∞

转化为
𝟎

𝟎
或

∞

∞
型的未定式求解

𝟏

∞
∙ ∞

𝟏

𝟎
−
𝟏

𝟎

𝟎 − 𝟎

𝟎

∞

∞

𝟎/
𝟏

∞

𝟎

𝟎
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第三节 使用洛必达法则求其
他类型的未定式

转化为
𝟎

𝟎
或

∞

∞
型的未定式求解















⎯⎯ →⎯













ln0

1ln

0ln0

1

0

0

0

取对数 .0 
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第三节 使用洛必达法则求其
他类型的未定式

课本例11 求 lim
𝑥→+∞

𝑥 ∙ (
𝜋

2
− arctan 𝑥) (∞ ∙ 0)

解：
原式= lim

𝑥→+∞

𝜋

2
−arctan 𝑥

1

𝑥

0

0

= lim
𝑥→+∞

(
𝜋
2 − arctan 𝑥)′

(
1
𝑥)′

= lim
𝑥→+∞

−
1

1 + 𝑥2

−
1
𝑥2

= lim
𝑥→+∞

𝑥2

1 + 𝑥2
= 1
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第三节 使用洛必达法则求其
他类型的未定式

例 求lim
𝑥→0

[
1

ln 1+𝑥
−

1

𝑥
] (∞ −∞)

解： 原式= lim
𝑥→0

𝑥−ln(1+𝑥)

𝑥∙ln(1+𝑥)

0

0
= lim

𝑥→0

𝑥 − ln(1 + 𝑥)

𝑥 ∙ 𝑥

= lim
𝑥→0

1 −
1

𝑥 + 1
2𝑥

等价无穷小替换

= lim
𝑥→0

𝑥

2𝑥(𝑥 + 1) = lim
𝑥→0

1

2(2𝑥 + 1)
=
1

2
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第三节 使用洛必达法则求其
他类型的未定式

课本例13 求lim
𝑥→1

𝑥
1

1−𝑥
(1∞)

解：

𝑓 𝑥 = 𝑒ln 𝑓(𝑥)

𝑒𝑥为连续函数

lim𝑓 𝑥 = lim𝑒ln 𝑓 𝑥

= 𝑒lim[ln 𝑓 𝑥 ]

要求lim𝑓 𝑥 ，先求
lim[ln 𝑓 𝑥 ]

原式 = 𝑒
lim
𝑥→1

[ln 𝑥
1

1−𝑥]

lim
𝑥→1

[ln 𝑥
1

1−𝑥] = lim
𝑥→1

1

1 − 𝑥
ln 𝑥

0

0
= lim

𝑥→1

ln 𝑥

1 − 𝑥

= lim
𝑥→1

(ln 𝑥)′

(1 − 𝑥)′

= lim
𝑥→1

1
𝑥
−1

= lim
𝑥→1

−
1

𝑥
= −1

故原式 = 𝑒
lim
𝑥→1

[ln 𝑥
1

1−𝑥]
= 𝑒−1
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第三节 使用洛必达法则求其
他类型的未定式

课本例14 求 lim
𝑥→0+

𝑥𝑥 (00)

解： 原式 = 𝑒
lim
𝑥→0+

[ln 𝑥𝑥]

lim
𝑥→0+

[ln 𝑥𝑥] = lim
𝑥→0+

𝑥 ln 𝑥

∞

∞
= lim

𝑥→0+

ln 𝑥

1
𝑥

= lim
𝑥→0+

(ln 𝑥)′

(
1
𝑥
)′

故原式 = 𝑒
lim
𝑥→0+

[ln 𝑥𝑥]
= 𝑒0 = 1

= lim
𝑥→0+

1
𝑥

−
1
𝑥2

0 ∙ ∞

= lim
𝑥→0+

−𝑥 = 0
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第三节 使用洛必达法则求其
他类型的未定式

例 求 lim
𝑥→+∞

(1 + 𝑒𝑥)
1

𝑥 ∞0

解：
原式 = 𝑒

lim
𝑥→+∞

[ln (1+𝑒𝑥)
1
𝑥]

lim
𝑥→+∞

[ln (1 + 𝑒𝑥)
1
𝑥] = lim

𝑥→+∞

ln(1 + 𝑒𝑥)

𝑥

∞

∞

故原式 = 𝑒
lim

𝑥→+∞
[ln (1+𝑒𝑥)

1
𝑥]
= 𝑒1 = 𝑒

= lim
𝑥→+∞

[ln(1 + 𝑒𝑥)]′

𝑥′

= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥

∞

∞

= lim
𝑥→+∞

(𝑒𝑥)′

(1 + 𝑒𝑥)′
= lim

𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑒𝑥
= 1
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第三节 使用洛必达法则求其
他类型的未定式

课本例18 求lim
𝑥→0

𝑒𝑥−sin 𝑥−1

arcsin 𝑥3

洛必达法则与等价无
穷小替换、凑重要极
限等其他求解极限的
方法结合使用

解： lim
𝑥→0

𝑒𝑥−sin 𝑥 − 1

arcsin 𝑥3

= lim
𝑥→0

𝑥 − sin 𝑥

𝑥3
0

0

= lim
𝑥→0

(𝑥 − sin 𝑥)′

(𝑥3)′

= lim
𝑥→0

1 − cos 𝑥

3𝑥2

= lim
𝑥→0

1
2
𝑥2

3𝑥2
=
1

6

等价无穷小替换

等价无穷小替换

洛必达法则
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练习

使用洛必达法则求解以下极限

(1) lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

sin 𝑥
(2) lim

𝑥→0+
𝑥 ln 𝑥

(3) lim
𝑥→1

𝑥2 − 1

ln 𝑥
(4) lim

𝑥→0
(1 + sin 𝑥)

1
𝑥

(5) lim
𝑥→0+

(sin 𝑥)sin 𝑥 (6) lim
𝑥→∞

𝑒𝑥

𝑥2


	幻灯片 1
	幻灯片 2
	幻灯片 3
	幻灯片 4
	幻灯片 5
	幻灯片 6
	幻灯片 7
	幻灯片 8
	幻灯片 9
	幻灯片 10
	幻灯片 11
	幻灯片 12
	幻灯片 13
	幻灯片 14
	幻灯片 15
	幻灯片 16
	幻灯片 17
	幻灯片 18
	幻灯片 19
	幻灯片 20
	幻灯片 21
	幻灯片 22
	幻灯片 23
	幻灯片 24
	幻灯片 25
	幻灯片 26
	幻灯片 27
	幻灯片 28

