
3学分、外招微积分I

数学系王伟文

第四章 中值定理及导数的应用
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第一节 曲线的凹向与拐点

• 观察上述函数曲线在区间(𝒂, 𝒄)、(𝒄, 𝒃)的凹向；

• 观察函数曲线的切线在区间(𝒂, 𝒄)、(𝒄, 𝒃)与曲线的位置关系

函数曲线在区间(𝒂, 𝒄)下凹，在区间(𝒄, 𝒃)上凹

在区间(𝒂, 𝒄)上曲线的切线总是在曲线的下方，在区间(𝒄, 𝒃)
上曲线的切线总是在曲线的上方
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第一节 曲线的凹向与拐点

曲线凹向定义

• 如果在某个区间内，函数曲线位于其任意一点切线的上方，则称曲

线在此区间内是上凹的；

• 如果在某个区间内，函数曲线位于其任意一点切线的下方，则称曲

线在此区间内是下凹的；

下凹上凹
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第一节 曲线的凹向与拐点

曲线凹向判定定理 设函数𝒇(𝒙)在区间 𝒂, 𝒃 内具有二阶导数，则

• 如果当𝒙 ∈ (𝒂, 𝒃)时，恒有𝒇′′ 𝒙 > 𝟎，则曲线𝒚 = 𝒇(𝒙)在(𝒂, 𝒃)内上凹；

• 如果当𝒙 ∈ (𝒂, 𝒃)时，恒有𝒇′′ 𝒙 < 𝟎，则曲线𝒚 = 𝒇(𝒙)在(𝒂, 𝒃)内下凹。

曲线上凹和下凹的分界点称为曲线的拐点

• 在拐点适当小的左右邻域 𝒇′′(𝒙) 必然异号，

因而在拐点处要么𝒇′′ 𝒙 = 𝟎，要么𝒇′′ 𝒙

不存在

求拐点的步骤

求二阶导数𝒇′′ 𝒙 = 0
及𝒇′′ 𝒙 不存在的点

如果在该点的左右两
侧二阶导数𝒇′′(𝒙)异号

该点则为函数
的拐点的横坐
标

拐点必须包括横、纵坐标
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第一节 曲线的凹向与拐点

课本例1 求曲线𝑓 𝑥 = 𝑥4 − 2𝑥3 + 1的凹向与拐点。

解： 𝑓′ 𝑥 = 4𝑥3 − 6𝑥2

𝑓′′(𝑥) = 12𝑥2 − 12𝑥 = 12𝑥(𝑥 − 1)

令𝑓′′ 𝑥 = 0，解得𝑥1 = 0， 𝑥2 = 1

𝑥1 = 0
𝑥2 = 1

𝑓′′(𝑥)

没有二阶导数𝑓′′ 𝑥 不存在的点

𝑥1 = 0和𝑥2 = 1将 −∞, +∞ 划分为

−∞, 0 ， 0,1 ， (1, +∞)， 三个区间

我们通过判断二阶导数𝑓′′ 𝑥 在这3个区间上的符号确定拐点



𝑥1 = 0
𝑥2 = 1

𝑓′′(𝑥)

𝑓′′(𝑥) = 12𝑥2 − 12𝑥 = 12𝑥(𝑥 − 1)

第一节 曲线的凹向与拐点

制作表格

𝒙 −∞, 0 𝟎 0, 𝟏 𝟏 (1, +∞)

𝑓′′(𝑥)

𝑓(𝑥)

> 0 0

上凹

< 0

下凹

0

拐点
𝑓 0 = 1

上凹

> 0

拐点
𝑓 1 = 0

由表格可知，𝑓(𝑥)在区间 −∞, 0 ∪ (1, +∞)上凹，在 0, 𝟏 下凹，拐点为
(0,1)和（1,0）



第一节 曲线的凹向与拐点

课本例2 求曲线𝑓 𝑥 = 𝑥 − 2
5

3的凹向与拐点。

解：

𝑓′ 𝑥 =
5

3
(𝑥 − 2)

2
3

𝑓′′ 𝑥 =
10

9
(𝑥 − 2)−

1
3=

10

9

1
3

𝑥 − 2

当𝑥 = 2时，𝑓′′(𝑥)不存在。

𝑥 = 2将(−∞, +∞)划分为两个区间

(−∞, 2) (2, +∞)

我们通过判断二阶导数𝑓′′ 𝑥 在这两个区间上的符号确定拐点



第一节 曲线的凹向与拐点

课本例2 求曲线𝑓 𝑥 = 𝑥 − 2
5

3的凹向与拐点。

解：

𝑓′′ 𝑥 =
10

9
(𝑥 − 2)−

1
3=

10

9

1
3

𝑥 − 2
制作表格

𝒙 −∞, 2 𝟐 2, +∞

𝑓′′(𝑥) 不存在

𝑓(𝑥)

< 0

下凹

> 0

上凹拐点
𝑓 2 = 0

由表格可知，𝑓(𝑥)在区间 −∞, 2 下凹，在 2, +∞ 上凹，拐点为(2,0)。



第二节 函数图像的作法

水平渐近线(平行于𝒙轴)如果 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇 𝒙 = 𝑨或 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇 𝒙 = 𝑨，这里𝑨是常

数，则称𝒚 = 𝑨是函数𝒇(𝒙)的一条水平渐近线

9

x

y

2



2


−

例如𝑓 𝑥 = arctan 𝑥

lim
𝑥→+∞

arctan 𝑥 =
𝜋

2
 

lim
𝑥→−∞

arctan 𝑥 = −
𝜋

2
 

故𝑓 𝑥 = arctan 𝑥有两条水平

渐近线𝑦 =
𝜋

2
及𝑦 = −

𝜋

2



第二节 函数图像的作法

水平渐近线(平行于𝒙轴) 如果 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇 𝒙 = 𝑨或 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇 𝒙 = 𝑨，这里𝑨是

常数，则称𝒚 = 𝑨是函数𝒇(𝒙)的一条水平渐近线
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例如𝑓 𝑥 =
1

𝑥

lim
𝑥→+∞

1

𝑥
= 0 

lim
𝑥→−∞

1

𝑥
= 0 

故𝑓 𝑥 =
1

𝑥
有一条水平渐近线

𝑦 = 0 x

y

o

x
y

1
=



第二节 函数图像的作法

水平渐近线(平行于𝒙轴) 如果 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇 𝒙 = 𝑨或 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇 𝒙 = 𝑨，这里𝑨是

常数，则称𝒚 = 𝑨是函数𝒇(𝒙)的一条水平渐近线

例如𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥

lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0 

故𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥有一条水平渐近
线𝑦 = 0

x
y e=

x

y

o



第二节 函数图像的作法

铅垂(垂直)渐近线(垂直于𝒙轴) 如果 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂+

𝒇 𝒙 = ∞或 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂−

𝒇 𝒙 = ∞ ，则

称𝒙 = 𝒂是函数𝒇(𝒙)的一条铅垂渐近线(或称垂直渐近线)

例如𝑓 𝑥 =
1

𝑥

lim
𝑥→0

1

𝑥
= ∞ 

故𝑓 𝑥 =
1

𝑥
有一条铅垂渐近线𝑥 = 0

x

y

o

x
y

1
=



第二节 函数图像的作法

铅垂(垂直)渐近线(垂直于𝒙轴) 如果 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂+

𝒇 𝒙 = ∞或 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂−

𝒇 𝒙 = ∞ ，则

称𝒙 = 𝒂是函数𝒇(𝒙)的一条铅垂渐近线(或称垂直渐近线)

例如𝑓 𝑥 =
1

(𝑥+2)(𝑥−3)

lim
𝑥→−2

1

(𝑥 + 2)(𝑥 − 3)
= ∞ 

故𝑓 𝑥 =
1

(𝑥+2)(𝑥−3)
有两条铅垂渐近

线𝑥 = −2、 𝑥 = 3

lim
𝑥→3

1

(𝑥 + 2)(𝑥 − 3)
= ∞ 

x
o

y

2− 3



第二节 函数图像的作法

例 求曲线𝑓 𝑥 =
2(𝑥−2)(𝑥+3)

𝑥−1
的铅垂渐近线

解： lim
𝑥→1

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1

2(𝑥 − 2)(𝑥 + 3)

𝑥 − 1
= ∞

故𝑥 = 1为𝑓 𝑥 的铅垂渐近线



第二节 函数图像的作法

例 求曲线𝑓 𝑥 =
1

𝑥−1
的水平渐近线

解： lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

1

𝑥 − 1
= 0

故𝑦 = 0为𝑓 𝑥 的水平渐近线

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−∞

1

𝑥 − 1
= 0



第三节 变化率及相对变化率
在经济学中的运用

边际函数 设可导函数𝑦 = 𝑓(𝑥)是一个经济函数(成本、需求、收益等)，则

其导函数𝒇′(𝒙)称为边际函数，如边际成本、边际收益、边际需求等。

函数𝑓 𝑥  在点𝑥 = 𝑥0处有一个改变量∆𝑥，则相应的函数改变量为

∆𝑦 = 𝑓 𝑥0 + ∆𝑥 − 𝑓(𝑥0) ≈ 𝑓′(𝑥0) ∙ ∆𝑥

若∆𝑥 = 1，则∆𝑦 ≈ 𝑓′(𝑥0)

这说明𝑓 𝑥  在点𝑥 = 𝑥0处，当𝑥产生一个单位的改变时， 𝑓 𝑥 近似改变𝑓′(𝑥0)

个单位。经济学家在应用时常忽略“近似”，而直接说𝑓′(𝑥0)个单位，这就是

边际函数值的含义。



第三节 变化率及相对变化率
在经济学中的运用

边际函数 设可导函数𝑦 = 𝑓(𝑥)是一个经济函数(成本、需求、收益等)，则

其导函数𝒇′(𝒙)称为边际函数，如边际成本、边际收益、边际需求等。

• 设某产品成本函数𝑪 = 𝑪(𝑸)（𝑪为总成本，𝑸为产量），其变化率（导

数）𝑪′ = 𝑪′(𝑸)称为边际成本。

• 𝑪′(𝑸𝟎)称为当产量为𝑸𝟎时的边际成本。

• 经济学上可以解释为：当产量达到𝑸𝟎时，增加一个单位的产量所增加
的成本为𝑪′(𝑸𝟎) 。



第三节 变化率及相对变化率
在经济学中的运用

例 生产某产品𝑥单位的总成本为𝐶 𝑥 = 1100 + 0.002𝑥2（百元），则生

产1000单位时的边际成本为？

解： 边际成本函数为

𝐶′ 𝑥 = 0.004𝑥

生产1000单位时的边际成本为

𝐶′ 1000 = 0.004 × 1000 = 4(百元)

这表示当产量𝑥 = 1000时，每增加一个单位产量，大约需要增加成
本400元



第三节 变化率及相对变化率
在经济学中的运用

例 某商品的需求函数为𝑄 𝑃 = 75 − 𝑃2，求当𝑃 = 4时的边际需求

解： 边际需求函数为

𝑄′ 𝑃 = −2𝑃

当𝑃 = 4时的边际需求为

𝑄′ 4 = −2 × 4 = −8

这表示当𝑃 = 4时，每增加一个单位价格，需求大约减少8个单位。



第三节 变化率及相对变化率
在经济学中的运用

设𝐶为总成本，𝐶1为固定成本，𝐶2为可变成本， ҧ𝐶为平均成本，𝐶′为边际

成本，𝑄为产量，则有

• 总成本函数：𝑪 = 𝑪 𝑸 = 𝑪𝟏 + 𝑪𝟐(𝑸)

• 平均成本函数：ഥ𝑪 = ഥ𝑪(𝑸) =
𝑪 𝑸

𝑸
=

𝑪𝟏

𝑸
+

𝑪𝟐(𝑸)

𝑸

• 边际成本函数：𝑪′ = 𝑪′(𝑸)



第三节 变化率及相对变化率
在经济学中的运用

课本例3、4 某商品的成本函数为𝐶 = 𝐶 𝑄 = 100 +
𝑄2

4
，（1）求当𝑄 =

10时的总成本、平均成本及边际成本；(2)当产量𝑄为多少时，平均成本

最小？

解： (1) 平均成本函数 ҧ𝐶 𝑄 =
𝐶 𝑄

𝑄
=

100

𝑄
+

𝑄

4

边际成本函数𝐶′ 𝑄 =
𝑄

2

当𝑄 = 10时

总成本𝐶 10 = 125

平均成本 ҧ𝐶 10 =
100

10
+

10

4
= 10 + 2.5 = 12.5

边际成本𝐶′(10) =
10

2
= 5



第三节 变化率及相对变化率
在经济学中的运用

课本例3、4 某商品的成本函数为 𝐶 = 𝐶 𝑄 = 100 +
𝑄2

4
（𝑄 > 0），（1）

求当𝑄 = 10时的总成本、平均成本及边际成本；(2)当产量𝑄为多少时，

平均成本最小？

解： (2) 平均成本函数 ҧ𝐶 𝑄 =
𝐶 𝑄

𝑄
=

100

𝑄
+

𝑄

4

ҧ𝐶′ 𝑄 = −
100

𝑄2 +
1

4

令 ҧ𝐶′ 𝑄 = 0，即 −
100

𝑄2 +
1

4
= 0

解得𝑄 = 20，

ҧ𝐶′′ 𝑄 =
200

𝑄3

且 ҧ𝐶′′ 20 =
1

40
> 0

故当𝑄 = 20时， ҧ𝐶 10 = 10为函数 ҧ𝐶 𝑄 的唯一极小值，且无极

大值，因此 ҧ𝐶 10 为函数 ҧ𝐶 𝑄 在区间（0， + ∞）上的最小值。

即产量𝑄 = 20时，平均成本最小。

无不可导点



第三节 变化率及相对变化率
在经济学中的运用

设𝑃为商品价格，𝑄为商品数量，𝑅为总收益， ത𝑅为平均收益，𝑅′为边际

收益，则有

• 需求(价格)函数：𝑷 = 𝑷 𝑸

• 总收益函数：𝑹 = 𝑹(𝑸) = 𝑸 ∙ 𝑷 𝑸

• 平均收益函数：ഥ𝑹 =
𝑹(𝑸)

𝑸
= 𝑷 𝑸

• 边际收益函数： 𝑹′ = 𝑹′(𝑸)

• 利润函数：𝑳 = 𝑳(𝑸) = 𝑹 𝑸 − 𝑪(𝑸)



第三节 变化率及相对变化率
在经济学中的运用

课本例6 设某产品产量为𝑄(𝑄 > 0)，其需求函数为𝑃(𝑄) = 10 −
𝑄

5
，成

本函数为𝐶(𝑄) = 50 + 2𝑄，则产量为多少时利润𝐿最大?

解： 𝑅 𝑄 = 𝑄 ∙ 𝑃 𝑄 = 10𝑄 −
𝑄2

5
总收益函数为

利润函数为 𝐿 𝑄 = 𝑅 𝑄 − 𝐶 𝑄 = 10𝑄 −
𝑄2

5
− 50 − 2𝑄

= 8𝑄 −
𝑄2

5
− 50

𝐿′ 𝑄 = 8 −
2

5
𝑄 𝐿′′ 𝑄 = −

2

5

令𝐿′ 𝑄 = 8 −
2

5
𝑄 = 0，解得驻点为𝑄 = 20，又因为𝐿′′ 20 = −

2

5
< 0

且无不可导点。故 𝑄 = 20 时， 𝐿 20 为唯一极大值点，且无极小值，

即𝐿 20 为最大值。产量𝑄 = 20时，利润最大。



第三节 变化率及相对变化率
在经济学中的运用

课本例6 设某产品产量为𝑄(𝑄 > 0)，其需求函数为𝑃(𝑄) = 10 −
𝑄

5
，成

本函数为𝐶(𝑄) = 50 + 2𝑄，则产量为多少时利润𝐿最大?

利润函数：𝐿 𝑄 = 𝑅 𝑄 − 𝐶 𝑄

𝐿′ 𝑄 = 𝑅′ 𝑄 − 𝐶′ 𝑄

利润𝐿最大时

即𝑅′ 𝑄 = 𝐶′(𝑄)：边际收益等于边际成本

𝐿′ 𝑄 = 𝑅′ 𝑄 − 𝐶′(𝑄) = 0



第三节 变化率及相对变化率
在经济学中的运用

∆𝒚 = 𝒇 𝒙𝟎 + ∆𝒙 − 𝒇(𝒙𝟎)

∆𝒙 = 𝒙 − 𝒙𝟎• 自变量改变量：

• 函数值改变量：

• 自变量相对改变量：
∆𝒙

𝒙𝟎
=

𝒙 − 𝒙𝟎

𝒙𝟎

• 函数值的相对改变量：
∆𝒚

𝒚𝟎
=

𝒇 𝒙𝟎 + ∆𝒙 − 𝒇(𝒙𝟎)

𝒇(𝒙𝟎)



第三节 变化率及相对变化率
在经济学中的运用

弹性 设函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在点𝑥 = 𝑥0处可导，函数的相对改变量
∆𝒚

𝒚𝟎
与自变量的相

对改变量
∆𝒙

𝒙𝟎
之比

Τ∆𝒚 𝒚𝟎

∆𝒙/𝒙𝟎
，称为函数𝑓(𝑥)从𝑥 = 𝑥0到𝑥 = 𝑥0 + ∆𝑥两点间的相对变

化率，或称为两点间的弹性。极限

𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

Τ∆𝒚 𝒚𝟎

∆𝒙/𝒙𝟎

称为函数𝒇(𝒙)在𝒙 = 𝒙𝟎处的相当变化率或弹性，记作

ቤ
𝑬𝒚

𝑬𝒙
𝒙=𝒙𝟎

𝑬

𝑬𝒙
𝒇(𝒙𝟎)或
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ቤ
𝑬𝒚

𝑬𝒙
𝒙=𝒙𝟎

= 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

Τ∆𝒚 𝒚𝟎

∆𝒙/𝒙𝟎

函数𝒇(𝒙)在𝒙 = 𝒙𝟎处弹性

= 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

∆𝒚

∆𝒙
∙

𝒙𝟎

𝒚𝟎

= 𝒇′(𝒙𝟎) ∙
𝒙𝟎

𝒚𝟎

对于一般𝒙,若𝒇 𝒙 可导，则

𝑬𝒚

𝑬𝒙
= 𝒇′ 𝒙

𝒙

𝒚
= 𝒇′ 𝒙

𝒙

𝒇(𝒙)

称为函数𝒇 𝒙 的弹性函数
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函数𝒇(𝒙)在𝒙 = 𝒙𝟎处弹性

𝑬

𝑬𝒙
𝒇(𝒙𝟎) (或 ቚ

𝑬𝒚

𝑬𝒙 𝒙=𝒙𝟎

）表示在点𝒙 = 𝒙𝟎处，当自变量产生𝟏%的改变时，

函数值𝒇(𝒙)近似改变
𝑬

𝑬𝒙
𝒇 𝒙𝟎 % 
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课本例9 求函数𝑓 𝑥 = 100𝑒3𝑥的弹性函数
𝐸𝑦

𝐸𝑥
及函数在点𝑥 = 2的弹性。

解： 𝑓′ 𝑥 = 300𝑒3𝑥

𝐸𝑦

𝐸𝑥
= 𝑓′ 𝑥

𝑥

𝑓(𝑥)
= 300𝑒3𝑥 ∙

𝑥

100𝑒3𝑥 = 3𝑥弹性函数

函数在点𝑥 = 2的弹性为 ቤ
𝐸𝑦

𝐸𝑥
𝑥=2

= 3 ∙ 2 = 6
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• 设某商品价格为𝑷(𝑷 ≥ 𝟎) ，需求量为𝑸(𝑸 ≥ 𝟎) ，则函数

𝑸 = 𝒇(𝑷) (价格𝑷为自变量，需要量𝑸为因变量)

称为需求函数

• 称函数𝜼 𝑷 = 𝒇′(𝑷)
𝑷

𝒇(𝑷)
为需求弹性函数

• 𝜼 𝑷𝟎 = 𝒇′(𝑷𝟎)
𝑷𝟎

𝒇(𝑷𝟎)
为该商品在𝑷 = 𝑷𝟎处的需求弹性
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课本例13 设某商品的需求函数为𝑄 𝑃 = 𝑒−
𝑃

5，求需求弹性函数及𝑃 = 3时

的需求弹性。

解：

𝜂 𝑃 = 𝑄′(𝑃)
𝑃

𝑄(𝑃)
需求弹性函数 = −

1

5
𝑒−

𝑃

5
𝑷

𝑒
−

𝑃
5

𝑄′ 𝑃 = −
1

5
𝑒−

𝑃

5

= | −
1

5
𝑃| =

𝑃

5
𝑃 = 3时的需求弹性

𝜂 3 =
3

5
= 0.6

这表示当价格𝑃 = 3时，价格上涨1%时，需求减少0.6% (𝑄′ 𝑃 < 0)
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