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数学系王伟文

第二章 数列与极限
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第一节 极限的运算法则 

四则运算 设 lim
𝑥→𝑃

𝑓(𝑥) = 𝐴, lim
𝑥→𝑃

𝑔(𝑥) = 𝐵，且𝑨和𝑩均为常数,则

• lim
𝑥→𝑃

𝑓 𝑥 ± 𝑔 𝑥 = lim
𝑥→𝑃

𝑓 𝑥 ± lim
𝑥→𝑃

𝑔 𝑥 =𝐴 ± 𝐵

• lim
𝑥→𝑃

𝑓 𝑥 ∙ 𝑔 𝑥 = lim
𝑥→𝑃

𝑓 𝑥 ∙ lim
𝑥→𝑃

𝑔 𝑥 =𝐴 ∙ 𝐵

• lim
𝑥→𝑃

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

lim
𝑥→𝑃

𝑓(𝑥)

lim
𝑥→𝑃

𝑔(𝑥)
=

𝐴

𝐵
(𝐵 ≠ 0)

(一) 极限的四则运算

• 四则运算一定注意要满足前提条件

• 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝒇 𝒙 ± 𝒈 𝒙 的极限存在不能推出𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝒇(𝒙)与𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝒈(𝒙)的存在

有限个无穷小量之和依然是无穷小量!!!
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第一节 极限的运算法则 

关于乘法的推论

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝒇 𝒙 ∙ 𝒈 𝒙 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝒇 𝒙 ∙ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝒈 𝒙 =𝑨 ∙ 𝑩

• 无穷小量的乘积仍然为无穷小量

• 常数因子与极限过程无关，即lim
𝑥→𝑃

𝐶 ∙ 𝑓 𝑥 = 𝐶 ∙ lim
𝑥→𝑃

𝑓 𝑥

• lim
𝑥→𝑃

[𝑓 𝑥 ]𝛼= [lim
𝑥→𝑃

𝑓(𝑥)]𝑎, (𝛼 > 0)

(一) 极限的四则运算
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第一节 极限的运算法则 

例1 求 lim
𝑛→∞

(
1

𝑛2
+

2

𝑛2
+⋯+

𝑛

𝑛2
)

(一) 极限的四则运算
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解

有限个无穷小量之和依然是无穷小量!!!
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第一节 极限的运算法则 

例2 求lim
𝑥→0

𝑥 sin
1

𝑥

(一) 极限的四则运算

解
lim
𝑥→0

𝑥 sin
1

𝑥
 = lim

𝑥→0
𝑥 × lim

𝑥→0
sin

1

𝑥
= 0

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
 不存在 !!!
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第一节 极限的运算法则 

(二) 多项式的极限

𝑛次多项式 形如函数𝑝 𝑥 = 𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛,其中𝑎0, 𝑎2, … , 𝑎𝑛

为给定的实数，𝑛为已知的正整数，且𝑎0 ≠ 0，称函数𝑝 𝑥 为𝒏次多项式

-2𝑥3

𝑥2 + 2𝑥 + 1 𝑥4 + 2𝑥2 + 1

3次多项式 

2次多项式 4次多项式 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒑 𝒙 = 𝒑 𝒙𝟎

-2𝑥 1次多项式 

若𝒑(𝒙)为多项式则
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第一节 极限的运算法则 

(二) 多项式的极限

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒑 𝒙 = 𝒑 𝒙𝟎

若𝒑(𝒙)为多项式则

课本例1 求𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏

解： 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏 = 𝟑 ∙ 𝟏𝟐 − 𝟐 ∙ 𝟏 + 𝟏 = 𝟐
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第一节 极限的运算法则 

(二) 多项式的极限

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒑 𝒙 = 𝒑 𝒙𝟎

若𝒑(𝒙)为多项式则

课本例2 求𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

𝟐𝒙𝟐+𝒙−𝟓

𝟑𝒙+𝟏

解：

所以lim
𝑥→2

2𝑥2+𝑥−5

3𝑥+1
=

lim
𝑥→2

2𝑥2+𝑥−5

lim
𝑥→2

3𝑥+1
=

5

7

lim
𝑥→2

3𝑥 + 1 = 3 ∙ 2 + 1 = 7 ≠ 0

因为lim
𝑥→2

2𝑥2 + 𝑥 − 5 = 2 ∙ 22 + 2 − 5 = 5,
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第一节 极限的运算法则 
(二) 多项式的极限

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒑 𝒙 = 𝒑 𝒙𝟎

若𝒑(𝒙)为多项式则

课本例3 求𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

𝟓𝒙

𝒙𝟐−𝟒

解：

所以lim
𝑥→2

5𝑥

𝑥2−4
=

lim
𝑥→2

5𝑥

lim
𝑥→2

𝑥2−4
=

10

0
= ∞lim

𝑥→2
𝑥2− 4 = 22 − 4 = 0

因为lim
𝑥→2

5𝑥 = 10,

≠

lim
𝑥→2

𝑥2 − 4

5𝑥
=
lim
𝑥→2

𝑥2 − 4

lim
𝑥→2

5𝑥
=

0

10
= 0

所以lim
𝑥→2

5𝑥

𝑥2−4
= lim

𝑥→2 ൗ
1

𝑥2−4

5𝑥

= ∞
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第一节 极限的运算法则 
(二) 多项式的极限

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒑 𝒙 = 𝒑 𝒙𝟎

若𝒑(𝒙)为多项式则

课本例4 求𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟑

𝒙−𝟑

𝒙𝟐−𝟗

解： 因为当𝑥 → 3时，𝑥 − 3 ≠ 0

所以

因此

lim
𝑥→3

𝑥 − 3

𝑥2 − 9
= lim

𝑥→3

1

𝑥 + 3
=

lim
𝑥→3

1

lim
𝑥→3

𝑥 + 3
=
1

6

𝑥 − 3

𝑥2 − 9
=

𝑥 − 3

(𝑥 − 3)(𝑥 + 3)
=

1

𝑥 + 3

0

0
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第一节 极限的运算法则 
(二) 多项式的极限

课本例6 求 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−𝟐

(
𝟏

𝒙+𝟐
−

𝟏𝟐

𝒙𝟑+𝟖
)

))((
1221 −−−− ++++−=− nnnnnn

babbaababa 

∞−∞
解：

1

𝑥+2
−

12

𝑥3+8
=

1

𝑥+2
−

12

𝒙𝟑− −𝟐 𝟑

当𝑥 → −2时， 𝑥 ≠ −2

=
1

𝑥 + 2
−

12

[𝒙 − −𝟐 ][𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + −𝟐 𝟐)]

=
1

𝑥 + 2
−

12

[𝒙 + 𝟐][𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟒]

=
𝑥2 − 2𝑥 + 4

(𝑥 + 2)(𝑥2 − 2𝑥 + 4)
−

12

(𝑥 + 2) (𝑥2 − 2𝑥 + 4)

=
𝑥2 − 2𝑥 − 8

(𝑥 + 2)(𝑥2 − 2𝑥 + 4)
=

(𝒙 + 𝟐)(𝑥 − 4)

(𝒙 + 𝟐)(𝑥2 − 2𝑥 + 4)

=
𝑥 − 4

𝑥2 − 2𝑥 + 4
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第一节 极限的运算法则 

(二) 多项式的极限

lim
𝑥→−2

1

𝑥 + 2
−

12

𝑥3 + 8
= lim

𝑥→−2

𝑥 − 4

𝑥2 − 2𝑥 + 4

=
lim
𝑥→−2

𝑥 − 4

lim
𝑥→−2

𝑥2 − 2𝑥 + 4
=

−2 − 4

(−2)2−2 ∙ −2 + 4
= −

1

2
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第一节 极限的运算法则 

(三) 多项式分式的极限计算规则

𝒙 → ∞时多项式比值的极限计算公式 

lim
𝒙→∞

𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛
𝑏0𝑥

𝑞 + 𝑏1𝑥
𝑞−1 +⋯+ 𝑏𝑞

=

𝑎0
𝑏0
, 𝑛 = 𝑞

0, 𝑛 < 𝑞
∞,𝑛 > 𝑞

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟐𝒙𝟑 + 𝟏

𝟖𝒙𝟐 + 𝟕𝒙
= ∞

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟐𝒙𝟑 + 𝟏

𝟖𝒙𝟑 + 𝟕𝒙
=
𝟐

𝟖
=
𝟏

𝟒

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟖𝒙𝟐 + 𝟕𝒙

𝟐𝒙𝟑 + 𝟏
= 𝟎
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