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第二章 数列与极限
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第二节 两个重要的极限

两边夹 如果𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥),且 lim
𝑥→𝑃

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→𝑃

𝑔 𝑥 = 𝐴,则

lim
𝑥→𝑃

ℎ 𝑥 = 𝐴

(一) 极限存在的准则

“If it walks like a duck, talks like a duck, it probably is a duck”

𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)

𝒉(𝒙)
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第二节 两个重要的极限

(一) 极限存在的准则
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第二节 两个重要的极限

(一) 极限存在的准则

单调与有界数列 

• 设有数列𝑦𝑛 = 𝑓(𝑛)，如果对于任意正整数𝑛，恒有

𝑓 𝑛 < 𝑓 𝑛 + 1 ，

则𝑓(𝑛)为单调增加数列；

• 如果对于任意正整数𝑛,恒有

𝑓 𝑛 > 𝑓 𝑛 + 1 ，

则𝑓(𝑛)为单调减少数列；

• 如果存在两个常数𝐿、𝑈(𝐿 < 𝑈)，使得对任何整数𝑛，总有

𝐿 ≤ 𝑓 𝑛 ≤ 𝑈

则𝑓(𝑛)为有界数列。
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第二节 两个重要的极限

(一) 极限存在的准则
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第二节 两个重要的极限

(一) 极限存在的准则

单调有界数列收敛性 如果数列𝑦𝑛 = 𝑓(𝑛)是单调有界的，则 lim
𝑛→∞

𝑓(𝑛)一定

存在

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(𝟏 +
𝟏

𝒏
) = 𝟏 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(𝟏 −

𝟏

𝒏
) = 𝟏
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第二节 两个重要的极限

(二)两个重要极限

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝒙
= 𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝐬𝐢𝐧 [𝝋(𝒙)]

𝝋(𝒙)
= 𝟏

重要极限之一

更一般的形式 若𝝋(𝒙) → 𝟎(𝒙 → 𝑷)，则
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第二节 两个重要的极限

(二)两个重要极限

课本例4 求𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝒙

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝒙
= 𝟏

解
𝐭𝐚𝐧𝒙

𝒙
=
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
∙
𝟏

𝒙
=
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝒙
∙

𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙

原式= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝒙
∙

𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝒙
∙ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
= 𝟏 ∙ 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎

𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
= 𝟏
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第二节 两个重要的极限

(二)两个重要极限

课本例5 求𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒌𝒙

𝒙
(𝒌为非零常数)

解

𝐥𝐢𝐦
𝝋(𝒙)→𝟎(𝒙→𝑷)

𝐬𝐢𝐧 [𝝋(𝒙)]

𝝋(𝒙)
= 𝟏

原式= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒌𝒙

𝒙
= 𝒌 ∙ 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒌𝒙

𝒌𝒙

𝝋 𝒙 = 𝒌𝒙

𝝋 𝒙 → 𝟎(𝒙 → 𝟎)

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧𝒌𝒙

𝒌𝒙
= 𝟏

= 𝒌 ∙ 𝟏 = 𝒌
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第二节 两个重要的极限

(二)两个重要极限

𝐥𝐢𝐦
𝝋(𝒙)→𝟎(𝒙→𝑷)

𝐬𝐢𝐧 [𝝋(𝒙)]

𝝋(𝒙)
= 𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

𝐬𝐢𝐧(𝒙 − 𝟏)

𝒙 − 𝟏
=?
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第二节 两个重要的极限

(二)两个重要极限

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

(𝟏 +
𝟏

𝒙
)𝒙 = 𝒆

重要极限之二

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

(𝟏 + 𝒙)
𝟏
𝒙 = 𝒆

等价变换

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(𝟏 +
𝟏

𝒏
)𝒏 = 𝒆数列形式
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第二节 两个重要的极限

(二)两个重要极限

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

(𝟏 +
𝟏

𝒙
)𝒙 = 𝒆

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

(𝟏 + 𝒙)
𝟏
𝒙 = 𝒆

若𝝋 𝒙 → ∞ 𝒙 → 𝑷 ，时

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

(𝟏 + 𝝋(𝒙))
𝟏

𝝋(𝒙) = 𝒆

若𝝋 𝒙 → 𝟎 𝒙 → 𝑷 ，时

𝒆. 𝒈. 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏 +
𝟏
𝒙
𝟐

𝒙
𝟐
= 𝒆𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝑷
(𝟏 +

𝟏

𝝋(𝒙)
)𝝋(𝒙) = 𝒆

𝒆. 𝒈. 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

𝟏 + 𝒙 − 𝟐
𝟏

𝒙−𝟐 = 𝒆
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第二节 两个重要的极限

(二)两个重要极限

课本例7 求𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏 +
𝟐

𝒙

𝒙

𝟏 +
𝟐

𝒙

𝒙
= 𝟏 +

𝟏
𝒙

𝟐

𝒙

= 𝟏 +
𝟏
𝒙

𝟐

𝒙

𝟐

𝟐

则 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

(𝟏 +
𝟏

𝝋(𝒙)
)𝝋(𝒙) = 𝒆

𝝋 𝒙 =
𝒙

𝟐

𝝋 𝒙 → ∞(𝒙 → ∞)

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏 +
𝟏
𝒙
𝟐

𝒙
𝟐
= 𝒆

解

原式= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏 +
𝟏
𝒙

𝟐

𝒙

𝟐

𝟐

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏 +
𝟏
𝒙
𝟐

𝒙
𝟐

𝟐

= 𝒆𝟐

若𝝋(𝒙) → ∞(𝒙 → 𝑷)
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第二节 两个重要的极限

(二)两个重要极限

例 求𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏 −
𝟏

𝒙

𝒙

𝟏 −
𝟏

𝒙

𝒙
= 𝟏 +

𝟏

−𝒙

𝒙
= 𝟏 +

𝟏

−𝒙

−𝒙 −𝟏

𝝋 𝒙 = −𝒙

𝝋 𝒙 → ∞(𝒙 → ∞)

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏 +
𝟏

−𝒙

−𝒙

= 𝒆

解

原式= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏 +
𝟏

−𝒙

−𝒙 −𝟏

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏 +
𝟏

−𝒙

−𝒙 −𝟏

= 𝒆−𝟏

则 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

(𝟏 +
𝟏

𝝋(𝒙)
)𝝋(𝒙) = 𝒆

若𝝋(𝒙) → ∞(𝒙 → 𝑷)



31

第二节 两个重要的极限

(二)两个重要极限

例 求𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏 +
𝟏

𝒙+𝟏

𝒙

解

= 𝒆 ∙ 𝟏 = 𝒆

𝟏 +
𝟏

𝒙 + 𝟏

𝒙

= 𝟏 +
𝟏

𝒙 + 𝟏

𝒙+𝟏

原式= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏 +
𝟏

𝒙+𝟏

𝒙+𝟏
∙

𝒙+𝟏

𝒙+𝟐

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏 +
𝟏

𝒙+𝟏

𝒙+𝟏
∙ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒙+𝟏

𝒙+𝟐

𝝋 𝒙 = 𝒙 + 𝟏 → ∞ (𝒙 → ∞)

= 𝟏 +
𝟏

𝒙+𝟏

𝒙+𝟏
∙

𝒙+𝟏

𝒙+𝟐

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−𝟏

𝟐 + 𝒙
𝟐

𝒙+𝟏 =?

∙ 𝟏 +
𝟏

𝒙 + 𝟏

−𝟏
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第三节 利用等价无穷小量代换求极限

等价无穷小替换 若当𝑥 → 𝑃时，𝛼~𝛼′，𝛽~𝛽′，且 lim
𝑥→𝑃

𝛼′

𝛽′

存在，则

• lim
𝑥→𝑃

𝛼′

𝛽′
= lim

𝑥→𝑃

𝛼

𝛽

• lim
𝑥→𝑃

𝛼′𝑓 𝑥 = lim
𝑥→𝑃

𝛼𝑓 𝑥

• 使用等价无穷小替换在某些情形下可以化简极限的计算

只有在乘、除的极限运算中才能替换；在其他极限运算中不能替换!!！

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝜶 + 𝜷 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝜶′+ 𝜷′ 不一定成立!!!

• 等价无穷小量：𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝜶 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝜶′ = 𝟎且 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝑷

𝜶

𝜶′
= 𝟏 ⇔𝜶~𝜶′(𝒙 → 𝑷)
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第三节 利用等价无穷小量代换求极限

常用等价无穷小：当𝒙 → 𝟎时

,~sin xx

,~)1ln( xx+

,~tan xx

)0(  ~1)1( −+ 
xx

,~1e x
x −

2

2

1
~cos1 xx−

,~arcsin xx

,~arctan xx

熟记!!!

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒙 ∙
𝟏

𝒙(𝒙 − 𝟏)

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒙 ∙
𝟏

𝒙(𝒙 − 𝟏)

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝟏

𝒙 − 𝟏
= −𝟏

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒙

𝒙
= 𝟏
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第三节 利用等价无穷小量代换求极限

lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥)

sin 𝑥
=?

雨课堂随堂练习-极限的四则运算 1分钟
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第三节 利用等价无穷小量代换求极限

课本例2 求lim
𝑥→0

3
1+𝑥 sin 𝑥−1

arctan 𝑥2

解 因为当𝑡 → 0，(1 + 𝑡)𝛼−1~𝛼𝑡(𝛼 ≠ 0)

所以若有𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 → 0，时
3
1 + 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 1~

1

3
𝒙𝐬𝐢𝐧 𝒙

又因为𝒙 → 𝟎时， 𝒙𝟐 → 0，所以

3
1 + 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 1~

1

3
𝒙𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝒙 → 𝟎)

类似地，因为当𝑡 → 0，arctan𝑡~𝑡

所以若有𝒙𝟐 → 𝟎，时 arctan 𝒙𝟐~ 𝑥2

又因为𝒙 → 𝟎时， 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 → 0，所以

arctan 𝒙𝟐~ 𝒙𝟐(𝒙 → 𝟎)

利用等价无穷小替换

原式 = lim
𝑥→0

1
3 sin 𝑥

𝑥
=
1

3
lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
=
1

3
∙ 1 =

1

3
= lim

𝑥→0

1
3𝒙𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝑥2
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第三节 利用等价无穷小量代换求极限

课本例2 求lim
𝑥→0

3
1+𝑥 sin 𝑥−1

arctan 𝑥2

类似地，可以得到

故原式= lim
𝑥→0

1

3
𝑥sin 𝑥

𝑥2
=

1

3
lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
=

1

3

arctan𝑥2~𝑥2(𝑥 → 0)
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第三节 利用等价无穷小量代换求极限

课本例3 求lim
𝑥→0

tan 𝑥−sin 𝑥

sin3 𝑥

解 因为当𝑥 → 0时， tan 𝑥~𝑥 , sin 𝑥~ 𝑥, sin3 𝑥 ~𝑥3，故

原式= lim
𝑥→0

𝑥−𝑥

𝑥3
= 0

极限运算中的加减法不能做等价无穷小量替换!!!
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小结 求极限的方法

• 𝑥 → ∞时多项式比值的极限 

lim
𝒙→∞

𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛
𝑏0𝑥

𝑞 + 𝑏1𝑥
𝑞−1 +⋯+ 𝑏𝑞

=

𝑎0
𝑏0
, 𝑛 = 𝑞

0, 𝑛 < 𝑞
∞, 𝑛 > 𝑞

• 两边夹 如果𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥),且 lim
𝑥→𝑃

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→𝑃

𝑔 𝑥 = 𝐴,则

lim
𝑥→𝑃

ℎ 𝑥 = 𝐴

• 无穷小量与有界量的乘积依然是无穷小量 如果 lim
𝑥→𝑃

𝑓(𝑥) = 0，且𝑔(𝑥)

在𝑥 → 𝑃时有界，则
lim
𝑥→𝑃

𝑔(𝑥) ∙ 𝑓(𝑥) = 0

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟐𝒙𝟑 + 𝟏

𝟖𝒙𝟐 + 𝟕𝒙

).
1

2

1

1

1
(lim

222
nnnnn +

++
+

+
+→

求

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒙 ∙ 𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
=?

• 若𝑝(𝑥)为多项式则
lim
𝑥→𝑥0

𝑝 𝑥 = 𝑝 𝑥0



𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

(𝟏 +
𝟏

𝒙
)𝒙 = 𝒆 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝑷
(𝟏 +

𝟏

𝝋(𝒙)
)𝝋(𝒙) = 𝒆

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝒙
= 𝟏 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝑷

𝐬𝐢𝐧 [𝝋(𝒙)]

𝝋(𝒙)
= 𝟏

• 两个重要极限及其变形

小结 求极限的方法

• 等价无穷小替换 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟏 −
𝟏

𝒙

𝒙

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙

若𝝋(𝒙) → 𝟎(𝒙 → 𝑷)，则

若𝝋(𝒙) → ∞(𝒙 → 𝑷)，则
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