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数学系王伟文

第二章 数列与极限
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第一节 函数的连续性

设函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在点𝑥0的某一邻域𝑈(𝑥0, 𝛿)内有定义，对于任意𝑥 ∈

ሶ𝑈(𝑥0, 𝛿),称∆𝒙 = 𝒙 − 𝒙𝟎为自变量在𝑥0处的改变量，∆𝒚 = 𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒙𝟎)

称为函数𝑓(𝑥)相应于∆𝑥的改变量

(一)函数的改变量
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第一节 函数的连续性

函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在𝑥0处连续 

设函数𝑦=𝑓(𝑥)在点𝑥0的某一邻域𝑈(𝑥0, 𝛿) 内有定义，若

𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

∆𝒚 = 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

𝒇 𝒙𝟎 + ∆𝒙 − 𝒇 𝒙𝟎 = 𝟎

则称函数𝑦=𝑓(𝑥)在点𝒙𝟎处连续。

(二)连续函数的概念

令𝑥 = 𝑥0 + ∆𝑥, 则𝑥 → 𝑥0(∆𝑥 → 0)

故 lim
∆𝑥→0

𝑓 𝑥0 + ∆𝑥 − 𝑓 𝑥0 = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓 𝑥0 = 0

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0)函数𝑦=𝑓(𝑥)在点𝒙𝟎处连续
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第一节 函数的连续性

函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在𝑥0处连续 

设函数𝑦=𝑓(𝑥)在点𝑥0的某一邻域𝑈(𝑥0, 𝛿) 内有定义，若极限 lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

存在,且有

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒙𝟎)

则称函数𝑦=𝑓(𝑥)在点𝒙𝟎处连续。

(二)连续函数的概念

• 正弦、余弦函数总是连续的，所以

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒑 𝒙 = 𝒑 𝒙𝟎

• 多项式𝒑(𝒙)总是连续的，所以

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟎 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟎
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第一节 函数的连续性

(二)连续函数的概念

𝒚 = 𝒇(𝒙) 𝒚 = 𝒇(𝒙)

任意大小的蚂蚁在函数图像上爬行都不会掉到函数图像的下方
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第一节 函数的连续性

函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在区间[a,b]上连续 

如果函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在区间[𝑎, 𝑏]上每一点都连续，则称函数𝒚 = 𝒇(𝒙)在

区间[𝒂, 𝒃]上连续，并称[𝒂, 𝒃]是𝒇(𝒙)的连续区间。

(二)连续函数的概念

• 若函数𝒚 = 𝒇(𝒙)在定义域上连续，则称该函数为连续函数
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第一节 函数的连续性

(二)连续函数的概念

常数函数 𝑦 = 𝐶(𝐶是常数)

幂函数 𝑦 = 𝑥𝑎(𝑎为实数)

𝒚 = 𝒙−𝟏 =
𝟏

𝒙
，定义域为(−∞, 0) ∪ (0, +∞)

𝑦 = 𝑥
1

2 = 𝑥，定义域为[0, +∞)

指数函数 𝑦 = 𝑎𝑥(𝑎 > 0且𝑎 ≠ 1)，其定义域为(−∞,+∞)

对数函数 𝑦 = log𝑎 𝑥 (𝑎 > 0且𝑎 ≠ 1)，其定义域为(0, +∞)

三角函数 
𝑦 = sin 𝑥, 𝑦 = cos 𝑥

𝒚 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙

反三角函数 𝑦 = arcsin 𝑥, 𝑦 = arccos 𝑥, 𝑦 = arctan 𝑥

不是连续函数

不是连续函数
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第一节 函数的连续性

(二)连续函数的概念

课本例2 证明函数𝑦 = 𝑥2在给定𝑥0处连续

解 设在𝑥0处的自变量改变量为∆𝑥, 则相应的函数改变量为

∆𝑦 = 𝑥0 + ∆𝑥 2 − 𝑥0
2 = 2𝑥0 ∙ ∆𝑥 + (∆𝑥)2

由连续性的定义知𝑦 = 𝑥2在给定𝑥0处连续

lim
∆𝑥→0

∆𝑦 = lim
∆𝑥→0

[2𝑥0 ∙ ∆𝑥 + ∆𝑥 2] =

相应地

2𝑥0 lim
∆𝑥→0

∆𝑥 + lim
∆𝑥→0

∆𝑥
2
= 0
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第一节 函数的连续性

(三)函数的间断点

间断点 如果函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在点𝑥0处不满足连续条件，则称函数𝑓(𝑥)在点

𝑥0处不连续，或称函数𝒇(𝒙)在点𝒙𝟎处间断，点𝑥0称为𝑓(𝑥)的间断点。

函数𝒇(𝒙)在点𝒙𝟎处间断有三种情形

• 在点𝒙𝟎处𝒇(𝒙)没有定义 𝑦 = 𝑓 𝑥 =
1

𝑥
(𝑥 ≠ 0)

• 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙)不存在

• 在点𝒙𝟎处𝒇 𝒙 有定义，且 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙)存在，但 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) ≠ 𝒇(𝒙𝟎)

𝑓 𝑥 = ቊ
1, 𝑥 < 0
𝑥, 𝑥 ≥ 0

𝑓 𝑥 = ቊ
𝑥2, 𝑥 ≠ 0
1, 𝑥 = 0
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第一节 函数的连续性

(三)函数的间断点

课本例5 设𝑓 𝑥 = ቐ
𝑥 − 1, 𝑥 < 0
0, 𝑥 = 0
𝑥 + 1, 𝑥 > 0

,考察函数𝑓 𝑥 在点𝑥 = 0处的连续性

解 lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

𝑥 − 1 = −1

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑥 + 1 = 1

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)不存在，故𝑓 𝑥 在点𝑥 = 0处间断
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第一节 函数的连续性

(三)函数的间断点

课本例6 设𝑓 𝑥 = ቊ
𝑥 + 1, 𝑥 ≠ 1
1, 𝑥 = 1

,考察函数𝑓 𝑥 在点𝑥 = 1处的连续性

解

lim
𝑥→1

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1

𝑥 + 1 = 2

𝑓 1 = 1

lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(1)

故函数𝑓 𝑥 在点𝑥 = 1处间断
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第一节 函数的连续性
(四)函数间断点的类型

• 在第一类间断点中，若函数𝑓(𝑥)在𝑥 = 𝑥0处左、右极限均存在且相等，但不
等于𝑓 𝑥0 ,即

lim
𝑥→𝑥0

−
𝑓 𝑥 = lim

𝑥→𝑥0
+
𝑓 𝑥 ≠ 𝑓 𝑥0

  或
lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 存在且有 lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 ≠ 𝑓(𝑥0),

则称点𝑥 = 𝑥0为可去间断点。

• 在第一类间断点中，若函数𝑓(𝑥)在𝑥 = 𝑥0处左、右极限均存在但不相等,即
lim
𝑥→𝑥0

−
𝑓 𝑥 ≠ lim

𝑥→𝑥0
+
𝑓 𝑥

   则称点𝑥 = 𝑥0为跳跃间断点。

• 如果函数𝑓(𝑥)在点𝑥 = 𝑥0处的左、右极限至少有一个不存在，则称点𝑥 = 𝑥0

为第二类间断点

• 如果函数𝑓(𝑥)在点𝑥 = 𝑥0处左、右极限均存在，但不全等于𝑓(𝑥0)，则称点

𝑥 = 𝑥0为第一类间断点；
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第一节 函数的连续性

• 如果函数𝑓(𝑥)在点𝑥 = 𝑥0处左、右极限均存在，但不全等于𝑓(𝑥0)，

则称点𝑥 = 𝑥0为第一类间断点；

• 如果函数𝑓(𝑥)在点𝑥 = 𝑥0处的左、右极限至少有一个不存在，则称点

𝑥 = 𝑥0为第二类间断点

(四)函数间断点的类型

• 在第二类间断点中，如果 lim
𝑥→𝑥0

−
𝑓(𝑥)和 lim

𝑥→𝑥0
+
𝑓(𝑥)至少有一个是∞,则称点𝑥 = 𝑥0

为无穷间断点, e.g.,

𝑓 𝑥 =
1

𝑥
在𝑥 = 0处

• 如果 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

−
𝒇(𝒙)和 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒙𝟎
+
𝒇(𝒙)均不存在且不为∞，则称点𝑥 = 𝑥0为振荡间断

点,e.g.,

𝑓 𝑥 = sin
1

𝑥
在𝑥 = 0处
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第一节 函数的连续性

(四)函数间断点的类型

可疑点

• 无定义点
• 分段函数端点

判断
左右极限

第一类
间断点

左右极限均存在
(不为无穷)但不
全等于𝑓(𝑥0)

左右极限相等但
不等于𝑓(𝑥0)

可去间断点

左右极限
不相等

跳跃间断点

左右极限至少
有一个不存在

第二类
间断点

左右极限
至少有一个是

无穷
无穷间断点

振荡间断点
左右极限

既不存在也不
是无穷

不是一个实数A

𝑓 𝑥 = sin
1

𝑥
在𝑥 = 0处
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第一节 函数的连续性

(四)函数间断点的类型

已知𝑓 𝑥 = ቊ
𝑥 + 1, 𝑥 ≠ 1
1, 𝑥 = 1

在点𝑥 = 1处为间断点，判断其间断点类型
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第一节 函数的连续性

(四)函数间断点的类型

已知𝑓 𝑥 = ቊ
𝑥 + 1, 𝑥 ≠ 1
1, 𝑥 = 1

在点𝑥 = 1处为间断点，判断其间断点类型

解
lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1−

𝑥 + 1 = 2

lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 = 2 ≠ 𝑓(1) = 1

lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1+

𝑥 + 1 = 2

在 𝑥 = 1处，左右极限存在且相等，但极限不等于函数在该点的取值，
故为可去间断点。
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第一节 函数的连续性

(四)函数间断点的类型

已知𝑓 𝑥 = ቊ
𝑥 − 1, 𝑥 < 0
𝑥 + 1, 𝑥 ≥ 0

在点𝑥 = 0处为间断点，判断其间断点类型
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第一节 函数的连续性

(四)函数间断点的类型

解
lim
𝑥→0−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0−

𝑥 − 1 = −1

lim
𝑥→0−

𝑓 𝑥 = −1 ≠ lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = 1 = 𝑓 0 = 1

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0+

𝑥 + 1 = 1

在𝑥 = 0处，左右极限存在但不相等，故为跳跃间断点。

已知𝑓 𝑥 = ቊ
𝑥 − 1, 𝑥 < 0
𝑥 + 1, 𝑥 ≥ 0

在点𝑥 = 0处为间断点，判断其间断点类型

lim
𝑥→0−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0−

𝑥 − 1 = −1 lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0+

𝑥 + 1 = 1
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第一节 函数的连续性

(四)函数间断点的类型

判断𝑓 𝑥 =
1

𝑥−1
在点𝑥 = 1处的间断点类型



20

第一节 函数的连续性

(四)函数间断点的类型

解 lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1−

1

𝑥 − 1
= ∞

在𝑥 = 0处，左右极限至少有一个为无穷大，故为无穷间断点。

判断𝑓 𝑥 =
1

𝑥−1
在点𝑥 = 1处的间断点类型
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第二节 连续函数的运算法则

有限四则运算不改变函数的连续性：如果函数𝒇(𝒙)和𝒈(𝒙)在

点𝒙𝟎处连续，则这两个函数

• 和: 𝒇 𝒙 + 𝒈(𝒙)

• 差：𝒇 𝒙 + 𝒈(𝒙)

• 积：𝒇 𝒙 ∙ 𝒈(𝒙)

• 商：
𝒇 𝒙

𝒈 𝒙
(𝒈(𝒙𝟎) ≠ 𝟎)

均在点𝒙𝟎处连续
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第三节 闭区间连续函数的性质

(一)最大值与最小值定理

• 如果函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在闭区间[𝑎, 𝑏]上连续，则𝑓(𝑥)在这个区间上有界；

• 如果函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在闭区间[𝑎, 𝑏]上连续，则它在这个区间上一定有最

大值与最小值

a b x

y

o

)(xfy =

12
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第三节 闭区间连续函数的性质

(一)最大值与最小值定理

• 如果函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在闭区间[𝑎, 𝑏]上连续，则𝑓(𝑥)在这个区间上有界；

• 如果函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在闭区间[𝑎, 𝑏]上连续，则它在这个区间上一定有最

大值与最小值

• 若区间是开区间，定理不一定成立；

• 若区间内有间断点，定理不一定成立。

x

y

o
2



)(xfy =

x

y

o

)(xfy =

21

1
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第三节 闭区间连续函数的性质

(一)介值定理

• 如果函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在闭区间[𝑎, 𝑏]上连续，𝑚和𝑀分别为𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上

的最大值与最小值，则对介于𝑚和𝑀之间的任一实数𝑐(即𝑚 < 𝑐 < 𝑀),

至少存在一点𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏),使得𝑐 = 𝑓(𝜉)

M

c

m

a

b1 2 3 2x
1x x

y

o

)(xfy =

直线y = 𝑐与曲线𝑦 = 𝑓(𝑥)至少存在一个交点
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第三节 闭区间连续函数的性质

(一)介值定理

• 如果函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在闭区间[𝑎, 𝑏]上连续，且𝑓(𝑎)与𝑓(𝑏)异号，则至少

存在一点𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏)使得𝑓 𝜉 = 0.

a b321 x

y

o

)(xfy =

连续曲线𝑦 = 𝑓(𝑥)的两个端点分别位于𝑥轴的两侧，则该曲线与𝑥轴至少有
一个交点
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第四节 利用函数连续性求函数极限

(一)连续函数与极限

函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在𝑥0处连续 

设函数𝑦=𝑓(𝑥)在点𝑥0的某一邻域𝑈(𝑥0, 𝛿) 内有定义，若极限 lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

存在,且有

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒙𝟎)

则称函数𝑦=𝑓(𝑥)在点𝒙𝟎处连续。

若函数𝑦=𝑓(𝑥)在点𝒙𝟎处连续,函数在该点的极限 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙)就是函数在该点的取

值𝒇(𝒙𝟎)



27

第四节 利用函数连续性求函数极限

(一)连续函数与极限

若函数𝑦=𝑓(𝑥)在点𝑥0处连续,则有

lim
𝑥→𝑥0

−
𝑓 𝑥 = lim

𝑥→𝑥0
+
𝑓 𝑥 = 𝐥𝐢𝐦

𝑥→𝑥0
𝒇 𝑥 = 𝑓 𝑥0

例 求 lim
𝑥→0+

𝑒𝑥
2
cos 𝑥

𝑥2+1

解： 𝑓 𝑥 =
𝑒𝑥

2
cos 𝑥

𝑥2+1
在𝑥 = 0处连续

所以 lim
𝑥→0+

𝑒𝑥
2
cos 𝑥

𝑥2+1
= lim

𝑥→0

𝑒𝑥
2
cos 𝑥

𝑥2+1
= 𝑓 0 =

𝑒0
2
cos 0

02+1
= 1
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第四节 利用函数连续性求函数极限

(一)连续函数与极限

若函数𝑦=𝑓(𝑥)在点𝑥0处连续,则有

𝐥𝐢𝐦
𝑥→𝑥0

𝒇 𝑥 = 𝑓 𝑥0 = 𝒇( 𝐥𝐢𝐦
𝑥→𝑥0

𝑥)

课本例12 求lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥)
1

𝑥

解： 𝐥𝐢𝐦
𝑥→0

𝐥𝐧(1 + 𝑥)
1

𝑥 = 𝐥𝐧 𝐥𝐢𝐦
𝑥→0

(1 + 𝑥)
1

𝑥= ln 𝑒 = 1 

连续函数中极限符号与函数符号可以交换
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第四节 利用函数连续性求函数极限
(二) 利用函数连续性求单侧极限

设有函数𝑦 = ℎ(𝑥) = ቊ
𝑓 𝑥 , 𝑥 ≥ 𝑎

𝑔 𝑥 , 𝑥 < 𝑎
, 若𝒈(𝒙)在𝒂处连续，则

lim
𝑥→𝑎−

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→𝑎−

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→𝑎

𝑔 𝑥 = 𝑔(𝑎)

例 设ℎ 𝑥 = ቊ
𝑥 + 1, 𝑥 ≥ 1
𝑥 − 1, 𝑥 < 1

,求 lim
𝑥→1−

ℎ(𝑥)

解： lim
𝑥→1−

ℎ 𝑥 = lim
𝑥→1−

𝑥 − 1 记𝑔 𝑥 = 𝑥 − 1, 𝑔 𝑥 在𝑥 = 1处连续

故 lim
𝑥→1−

𝑥 − 1 = lim
𝑥→1−

𝑔(𝑥) =

因此 lim
𝑥→1−

ℎ 𝑥 = lim
𝑥→1−

𝑥 − 1 = 0

类似地， 若𝒇 𝒙 在𝒂处连续，则

lim
𝑥→𝑎+

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→𝑎+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑎)

lim
𝑥→1

𝑔 𝑥 = 𝑔 1 = 1 − 1 = 0
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