
3学分、外招微积分I

数学系王伟文

第三章 导数与微分



芝诺悖论

“一支飞行的箭是静止的。由于每一时
刻这支箭都有其确定的位置因而是静止
的，因此箭就不能处于运动状态。”



导数：即切线斜率

切线：与函数图像相交与点𝑀，且斜率与函数在该点处
导数相同的直线

𝑀



导数：即切线斜率
𝒚 = 𝒂𝒙 + 𝒃

经济学中，所谓边际和弹性的概念与导数紧密相关。比如边际成本就是产量

增加一个单位所带来的成本的增加，若将其连续化，得到的便是成本函数的

导数。又如需求的弹性是指价格变化一个单位时，需求量的变化，连续化后

相应的也是需求函数关于价格的导数



𝑥0 𝑥′

𝒔𝒍𝒐𝒑𝒆 =
𝒇 𝒙′ − 𝒇(𝒙𝟎)

𝒙′ − 𝒙𝟎 

导数：即切线斜率

𝑦 = 𝑓(𝑥)

(𝑥′, 𝑓(𝑥′))
(𝑥0, 𝑓(𝑥0))

切线



𝑥0 𝑥′

𝒔𝒍𝒐𝒑𝒆 =
𝒇 𝒙′ − 𝒇(𝒙𝟎)

𝒙′ − 𝒙𝟎 

导数：即切线斜率

𝑦 = 𝑓(𝑥)

(𝑥′, 𝑓(𝑥′))
(𝑥0, 𝑓(𝑥0))

切线



𝑥0 𝑥′

𝒔𝒍𝒐𝒑𝒆 =
𝒇 𝒙′ − 𝒇(𝒙𝟎)

𝒙′ − 𝒙𝟎 

导数：即切线斜率

𝑦 = 𝑓(𝑥)

(𝑥′, 𝑓(𝑥′))
(𝑥0, 𝑓(𝑥0))

切线



𝑥0𝑥′

𝒔𝒍𝒐𝒑𝒆 =
𝒇 𝒙′ − 𝒇(𝒙𝟎)

𝒙′ − 𝒙𝟎 

导数：即切线斜率

𝑦 = 𝑓(𝑥)

(𝑥′, 𝑓(𝑥′))
(𝑥0, 𝑓(𝑥0))

切线
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第一节 导数的概念

设函数𝑓(𝑥)在点𝑥0的某一邻域内有定义，当自变量在点𝑥0处取得改变

量∆𝒙(≠ 𝟎)时，函数𝑓(𝑥)取得相应的改变量

∆𝒚 = 𝒇 𝒙𝟎 + ∆𝒙 − 𝒇 𝒙𝟎

如果极限

𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

∆𝒚

∆𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

∆𝒙→𝟎

𝒇 𝒙𝟎 + ∆𝒙 − 𝒇 𝒙𝟎
∆𝒙

存在，则称此极限为函数𝒇(𝒙)在点𝒙𝟎处的导数。

(一)导数的定义

x

y

0 0x xx +0

)(xfy =

x

y

𝒇′(𝒙𝟎) 𝒚′|𝒙=𝒙𝟎 ቤ
𝒅𝒚

𝒅𝒙
𝒙=𝒙𝟎

𝒅

𝒅𝒙
ቚ𝒇(𝒙)
𝒙=𝒙𝟎

记为



10

第一节 导数的概念

设函数𝑓(𝑥)在点𝑥0的某一邻域内有定义，当自变量在点𝑥0处取得改变

量∆𝒙(≠ 𝟎)时，函数𝑓(𝑥)取得相应的改变量

∆𝒚 = 𝒇 𝒙𝟎 + ∆𝒙 − 𝒇 𝒙𝟎

如果极限

𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

∆𝒚

∆𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

∆𝒙→𝟎

𝒇 𝒙𝟎 + ∆𝒙 − 𝒇 𝒙𝟎
∆𝒙

存在，则称此极限为函数𝒇(𝒙)在点𝒙𝟎处的导数。

(一)导数的定义

x

y

0 0x xx +0

)(xfy =

x

y

• 如果函数𝒇(𝒙)在点𝒙𝟎处有导数，则称函数𝒇(𝒙)在点𝒙𝟎处可导，否则在点𝒙𝟎处
不可导

• 如果函数𝒇(𝒙)在某个区间(𝒂, 𝒃)内每一点都可导，则称函数𝒇(𝒙)在区间(𝒂, 𝒃)内
可导

• 若函数𝒇(𝒙)在(𝒂, 𝒃)内每一点都可导，则对于每一点𝒙 ∈ (𝒂, 𝒃),都存在其导数

𝒇′ 𝒙 与之对应，此时𝒇′ 𝒙 构成定义在区间(𝒂, 𝒃)上的导函数
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第一节 导数的概念
(二)由导数定义求导步骤

(1) 求出对应于自变量改变量∆𝒙的函数改变量

∆𝒚 = 𝒇 𝒙𝟎 + ∆𝒙 − 𝒇 𝒙𝟎

(2)作出自变量改变量与函数改变量的比值

∆𝒚

∆𝒙

(3)求∆𝒙 → 𝟎时，
∆𝒚

∆𝒙
的极限，即

𝒇′ 𝒙𝟎  = 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

∆𝒚

∆𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

∆𝒙→𝟎

𝒇 𝒙𝟎 + ∆𝒙 − 𝒇 𝒙𝟎
∆𝒙

求函数𝒚 = 𝒇(𝒙)在𝒙𝟎处的导数
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第一节 导数的概念
(二)由导数定义求导步骤

课本例3 求函数𝑦 =
1

𝑥
在𝑥 = 𝑥0处的导数

解： 设自变量相对于𝑥0的改变量为∆𝒙，此时相应的函数改变量∆𝒚为

∆𝒚 =
1

𝒙𝟎+∆𝒙
−

1

𝒙𝟎
=

𝒙𝟎− 𝒙𝟎+∆𝒙

(𝒙𝟎+∆𝒙)𝒙𝟎
=

−∆𝒙

(𝒙𝟎+∆𝒙)𝒙𝟎

∆𝒚

∆𝒙
=

−∆𝒙

(𝒙𝟎+∆𝒙)𝒙𝟎∙∆𝒙
= −

𝟏

(𝒙𝟎+∆𝒙)𝒙𝟎

𝒚′|𝒙=𝒙𝟎 = 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

∆𝒚

∆𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

∆𝒙→𝟎
−

𝟏

(𝒙𝟎+∆𝒙)𝒙𝟎

=
𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

−𝟏

𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

(𝒙𝟎+∆𝒙)𝒙𝟎
= −

1

𝑥0
2

计算函数改变量

算比值

求极限
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第一节 导数的概念
(三)由导数定义的等价形式

𝒇′ 𝒙𝟎  = 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

∆𝒚

∆𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

∆𝒙→𝟎

𝒇 𝒙𝟎 + ∆𝒙 − 𝒇 𝒙𝟎
∆𝒙

令𝒙 = 𝒙𝟎 + ∆𝒙,当∆𝒙 → 𝟎时，𝒙 → 𝒙𝟎

因此有

𝒇′ 𝒙𝟎 = 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

𝒇 𝒙𝟎 + ∆𝒙 − 𝒇 𝒙𝟎
∆𝒙

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒇 𝒙 − 𝒇 𝒙𝟎
𝒙 − 𝒙𝟎
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第一节 导数的概念

(四)导数的几何意义

在几何上，函数𝑦 = 𝑓 𝑥 在点𝑥0处的导数𝒇′(𝒙𝟎)表示曲线𝒚 = 𝒇 𝒙 在点

𝑴(𝒙𝟎, 𝒇 𝒙𝟎 )处的切线的斜率，即𝑓′ 𝑥0 = tan𝛼,其中𝛼为切线的倾角

o x

y

)(xfy =



T

0x

M
𝒇′ 𝒙𝟎 = 𝐭𝐚𝐧𝜶

经过点𝑴(𝒙𝟎, 𝒇 𝒙𝟎 )的切线方程为

𝒚 − 𝒇 𝒙𝟎 = 𝒇′ 𝒙𝟎 (𝒙𝟎 − 𝒙)

经过点𝑴(𝒙𝟎, 𝒇 𝒙𝟎 )的法线方程为

𝒚 − 𝒇 𝒙𝟎 = −
𝟏

𝒇′ 𝒙𝟎
(𝒙𝟎 − 𝒙)
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第一节 导数的概念
(四)左、右导数

设函数𝑓(𝑥)在点𝑥0的某一邻域内有定义，

函数𝒇(𝒙)在点𝒙𝟎处的导数存在，当且仅当𝒇(𝒙)在点𝒙𝟎处的左、右导数存在且
相等，即

𝒇′
−
𝒙𝟎 = 𝒇′

+
𝒙𝟎 = 𝑨𝒇′(𝒙𝟎) = 𝑨

• 如果 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎−

𝒇 𝒙𝟎+∆𝒙 −𝒇 𝒙𝟎

∆𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒙𝟎
−

𝒇 𝒙 −𝒇 𝒙𝟎

𝒙−𝒙𝟎
存在，则称之为𝑓(𝑥)在点𝑥0处的左

导数，记作𝒇′−(𝒙𝟎)；

• 如果 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎+

𝒇 𝒙𝟎+∆𝒙 −𝒇 𝒙𝟎

∆𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒙𝟎
+

𝒇 𝒙 −𝒇 𝒙𝟎

𝒙−𝒙𝟎
存在，则称之为𝑓(𝑥)在点𝑥0处的右

导数，记作𝒇′+(𝒙𝟎)；
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第一节 导数的概念

(四)可导与连续的关系

定理 如果函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在点𝑥0处可导，则它在点𝑥0处一定连续

• 在点𝒙𝟎处可导，则必在点𝒙𝟎处连续

• 在点𝒙𝟎处不连续，则在点𝒙𝟎处必不可导

• 在点𝒙𝟎处连续，无法判断在点𝒙𝟎处是否可导
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第一节 导数的概念

(四)可导与连续的关系

课本例8 讨论函数𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑥 = ቊ
𝑥, 𝑥 ≥ 0
−𝑥, 𝑥 < 0

在𝑥 = 0处的连续性及可导

性

解： lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

(−𝑥)= lim
𝑥→0

(−𝑥) = 0

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑥 = lim
𝑥→0

𝑥 = 0

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 0 = 𝑓 0

因此函数𝑓(𝑥)在𝑥 = 0处连续
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第一节 导数的概念

(四)可导与连续的关系

课本例8 讨论函数𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑥 = ቊ
𝑥, 𝑥 ≥ 0
−𝑥, 𝑥 < 0

在𝑥 = 0处的连续性及可导

性

解： 先考察左导数

𝑓′
−
0 = lim

𝑥→0−

𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0−

−𝑥

𝑥
= −1

𝒇′
−
𝒙𝟎 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒙𝟎
−

𝒇 𝒙 − 𝒇 𝒙𝟎
𝒙 − 𝒙𝟎

再考察右导数

𝑓′
+
0 = lim

𝑥→0+

𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0+

𝑥

𝑥
= 1

𝒇′
+
𝒙𝟎 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒙𝟎
+

𝒇 𝒙 − 𝒇 𝒙𝟎
𝒙 − 𝒙𝟎

𝑓′
+
0 ≠ 𝑓′

−
0 因此函数𝑓(𝑥)在𝑥 = 0处不可导

综上所述，函数𝑓(𝑥)在𝑥 = 0处连续，但不可导
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第一节 导数的概念

(四)可导与连续的关系

课本例9 讨论函数𝑦 = 𝑓 𝑥 =

𝑥 − 1, 𝑥 ≤ 0
2𝑥, 0 < 𝑥 ≤ 1

𝑥2 + 1, 1 < 𝑥 ≤ 2
1

2
𝑥 + 4, 𝑥 ≥ 2

在𝑥 = 0, 𝑥 = 1及𝑥 = 2处的连

续性及可导性

解： 在点𝑥 = 0处

lim
𝑥→0−

𝑥 − 1 = −1lim
𝑥→0−

𝑓 𝑥 =

lim
𝑥→0+

2𝑥 = 0lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 =

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 ≠ lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥)

因此，lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)不存在，所以𝑓 𝑥 在点𝑥 = 0处不连续，进而

在该点处不可导
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第一节 导数的概念

(四)可导与连续的关系

课本例9 讨论函数𝑦 = 𝑓 𝑥 =

𝑥 − 1, 𝑥 ≤ 0
2𝑥, 0 < 𝑥 ≤ 1

𝑥2 + 1, 1 < 𝑥 ≤ 2
1

2
𝑥 + 4, 𝑥 ≥ 2

在𝑥 = 0, 𝑥 = 1及𝑥 = 2处的连

续性及可导性

解： 在点𝑥 = 1处

lim
𝑥→1−

2𝑥 = 2lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1+

(𝑥2 + 1) = 2lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 =

lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 2

且lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 2 = 𝑓 1因此， lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) 存在，

所以𝑓 𝑥 在点𝑥 = 1处连续
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第一节 导数的概念

(四)可导与连续的关系

课本例9 讨论函数𝑦 = 𝑓 𝑥 =

𝑥 − 1, 𝑥 ≤ 0
2𝑥, 0 < 𝑥 ≤ 1

𝑥2 + 1, 1 < 𝑥 ≤ 2
1

2
𝑥 + 4, 𝑥 ≥ 2

在𝑥 = 0, 𝑥 = 1及𝑥 = 2处的连

续性及可导性

解： 在点𝑥 = 1处先考察左导数

𝑓−
′ 1 = lim

𝑥→1−

𝑓 𝑥 −𝑓(1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1−

2𝑥 − 2

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1−

2(𝑥 − 1)

𝑥 − 1
= 2

再考察右导数

𝑓+
′ 1 = lim

𝑥→1+

𝑓 𝑥 −𝑓(1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1+

𝑥2 + 1 − 2

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1−

𝑥2 − 1

𝑥 − 1
=

= lim
𝑥→1−

(𝑥 + 1) = 2

lim
𝑥→1−

(𝑥 + 1)(𝑥 − 1)

𝑥 − 1

𝑓+
′ 1 = 𝑓−

′ 1 = 2 𝑓 𝑥 在点𝑥 = 1处可导且𝑓′(1) = 2
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第二节 导数的基本公式

(一)基本初等函数的导数

常数函数 𝒚 = 𝑪 𝒚′ = (𝑪)′ = 𝟎

幂函数 𝒚 = 𝒙𝒂 𝒚′ = (𝒙𝒂)′ = 𝒂 ∙ 𝒙𝒂−𝟏

对数函数 𝒚 = 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒙 (𝒂 > 𝟎, 𝒂 ≠ 𝟏) 𝒚′ = 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒙
′ =

𝟏

𝒙
𝐥𝐨𝐠𝒂𝒆 =

𝟏

𝒙𝐥𝐧 𝒂

特别地，若 𝒚 = 𝐥𝐧 𝒙 则 𝒚′ = (𝐥𝐧 𝒙)′ =
𝟏

𝒙

指数函数 𝒚 = 𝒂𝒙 (𝒂 > 𝟎, 𝒂 ≠ 𝟏) 𝒚′ = 𝒂𝒙 ′ = 𝒂𝒙 ∙ 𝐥𝐧 𝒂

特别地，若 𝒚 = 𝒆𝒙 则 𝒚′ = (𝒆𝒙)′ = 𝒆𝒙
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第二节 导数的基本公式

(一)基本初等函数的导数
三角函数

𝒚 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝒚′ = (𝐬𝐢𝐧 𝒙)′ = 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝒚 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒚′ = (𝐜𝐨𝐬 𝒙)′ = −𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝒚 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙 𝒚′ = 𝐭𝐚𝐧 𝒙 ′ =
𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
= 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙

反三角函数

𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 𝒙(−𝟏 < 𝒙 < 𝟏) 𝒚′ = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 𝒙 ′ =
𝟏

𝟏−𝒙𝟐
(−𝟏 < 𝒙 < 𝟏)

𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬 𝒙(−𝟏 < 𝒙 < 𝟏) 𝒚′ = 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬 𝒙 ′ = −
𝟏

𝟏−𝒙𝟐
(−𝟏 < 𝒙 < 𝟏)

𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒙 𝒚′ = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒙 ′ =
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐

𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐭 𝒙 𝒚′ = 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐭 𝒙 ′ = −
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
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第二节 导数的基本公式

(二)函数四则运算的导数

代数和的导数 设函数𝑓 𝑥 和𝑔(𝑥)均是可导函数，则𝑓 𝑥 ± 𝑔(𝑥)
也是可导函数，且

[𝒇 𝒙 ± 𝒈(𝒙)]′ = [𝒇(𝒙)]′ ± [𝒈(𝒙)]′

例 求函数𝑦 = 𝑒𝑥 +
1

𝑥
− sin 𝑥的导数

解： 𝑦′ = 𝑒𝑥 +
1

𝑥
− sin 𝑥

′

            = 𝑒𝑥 ′ +
1

𝑥

′
− sin 𝑥 ′

= 𝑒𝑥 + −1 𝑥−1−1 − cos 𝑥

= 𝑒𝑥 − 𝑥−2 − cos 𝑥
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第二节 导数的基本公式

(二)函数四则运算的导数

乘积的导数 设函数𝑓 𝑥 和𝑔(𝑥)均是可导函数，则𝑓 𝑥 ∙ 𝑔(𝑥)
也是可导函数，且

[𝒇 𝒙 ∙ 𝒈(𝒙)]′ = [𝒇(𝒙)]′ ∙ 𝒈(𝒙) + 𝒇 𝒙 ∙ [𝒈(𝒙)]′

例 求函数𝑦 =
1

𝑥
𝑒𝑥的导数

解： 𝑦′ =
1

𝑥
𝑒𝑥

′

= −1 𝑥−1−1 ∙ 𝑒𝑥 +
1

𝑥
∙ 𝑒𝑥

= −𝑥−2𝑒𝑥 +
1

𝑥
∙ 𝑒𝑥

[𝑪 ∙ 𝒇 𝒙 ]′ = 𝑪 ∙ [𝒇(𝒙)]′特别地，若𝑪为常数，则

=
1

𝑥

′

∙ 𝑒𝑥 +
1

𝑥
∙ 𝑒𝑥 ′
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第二节 导数的基本公式

(二)函数四则运算的导数

商的导数 设函数𝑓 𝑥 和𝑔(𝑥)均是可导函数，且𝑔(𝑥) ≠ 0，则
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
也是可导函数，且

[
𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
]′ =

𝒇 𝒙 ′ ∙ 𝒈 𝒙 − 𝒇 𝒙 ∙ [𝒈(𝒙)]′

[𝒈(𝒙)]𝟐

例 求函数𝑦 =
cos 𝑥

𝑥2
的导数

解：
𝑦′ =

cos 𝑥

𝑥2

′

=
cos 𝑥 ′ ∙ 𝑥2 − cos 𝑥 ∙ (𝑥2)′

(𝑥2)2

=
−sin 𝑥 ∙ 𝑥2 − cos 𝑥 ∙ (2𝑥2−1)

(𝑥2)2

=
−sin 𝑥 ∙ 𝑥2 − 2𝑥 ∙ cos 𝑥

𝑥4
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