
3学分、外招微积分I

数学系王伟文

第三章 导数与微分
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第一节 复合函数求导公式

设函数𝑦 = 𝑓 𝑢 ，𝑢 = 𝜑(𝑥)，𝑦是𝑥的一个复合函数𝑦 = 𝑓[𝜑(𝑥)]。如果

在点𝑥处， 𝑢 = 𝜑(𝑥)有导数

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝜑′(𝑥)

在𝑥的对应点𝑢处，𝑦 = 𝑓 𝑢 有导数

𝑑𝑦

𝑑𝑢
= 𝑓′(𝑢)

则复合函数𝑦 = 𝑓[𝜑(𝑥)]在点𝑥处导数
𝑑𝑦

𝑑𝑥
(或𝑦𝑥

′)存在。

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦𝑥

′ = 𝑓′ 𝑢 ∙ 𝜑′ 𝑥

= 𝑓′ 𝜑(𝑥) ∙ 𝜑′ 𝑥
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第一节 复合函数求导公式

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦𝑥

′ = 𝑓′ 𝑢 ∙ 𝜑′ 𝑥

= 𝑓′ 𝜑(𝑥) ∙ 𝜑′ 𝑥

𝑦 = 𝑓[𝜑(𝑥)]

课本例6 求函数𝑦 = 1 + 2𝑥 2的导数

解： 记𝑦 = 𝑓 𝑢 = 𝑢2，𝑢 = 𝜑 𝑥 = 1 + 2𝑥

由复合函数求导公式

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒇′ 𝒖 ∙ 𝝋′ 𝒙 = (𝒖𝟐)′ ∙ (𝟏 + 𝟐𝒙)′ = 𝟐𝒖 ∙ 𝟐

= 𝟐(𝟏 + 𝟐𝒙) ∙ 𝟐

= 𝟒 + 𝟖𝒙
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第一节 复合函数求导公式

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦𝑥

′ = 𝑓′ 𝑢 ∙ 𝜑′ 𝑥

= 𝑓′ 𝜑(𝑥) ∙ 𝜑′ 𝑥

𝑦 = 𝑓[𝜑(𝑥)]

课本例7 求函数𝑦 = ln sin 𝑥的导数

解： 记𝑦 = 𝑓 𝑢 = ln𝑢，𝑢 = 𝜑 𝑥 = sin 𝑥

由复合函数求导公式

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒇′ 𝒖 ∙ 𝝋′ 𝒙 = (𝐥𝐧 𝒖)′ ∙ (𝐬𝐢𝐧 𝒙)′ =

𝟏

𝒖
∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙

=
𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝒙
∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙

=
𝟏

𝐭𝐚𝐧 𝒙
= 𝐜𝐨𝐭 𝒙



5

第一节 复合函数求导公式

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= (𝒇[𝝋(𝒙)])′ = 𝒇′ 𝝋(𝒙) ∙ 𝝋′ 𝒙

例 求函数𝑦 = sin 2𝑥的导数

解： 𝒚′ =
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 ′

例 求函数𝑦 = 𝑥2 + 1的导数

𝒚′ =
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙𝟐 + 𝟏

′

解：

=
𝟏

𝟐
(𝒙𝟐 + 𝟏)−

𝟏
𝟐∙ (𝟐𝒙)

=
𝒙

𝒙𝟐 + 𝟏

= 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 ∙ 𝟐𝒙 ′ = 𝟐𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

=
𝟏

𝟐
(𝒙𝟐 + 𝟏)

𝟏
𝟐−𝟏∙ (𝒙𝟐 + 𝟏)′

𝒇对整体求导×整体对𝒙求导
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第一节 复合函数求导公式

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= (𝒇[𝝋(𝒙)])′ = 𝒇′ 𝝋(𝒙) ∙ 𝝋′ 𝒙

课本例9 求函数𝑦 =
𝑥

2𝑥+1

𝑛
的导数

解： 𝒚′ =
𝑥

2𝑥 + 1

𝑛 ′

= 𝑛
𝑥

2𝑥 + 1

𝑛−1

∙
𝑥

2𝑥 + 1

′

𝒇对整体求导×整体对𝒙求导

= 𝑛
𝑥

2𝑥 + 1

𝑛−1

∙
𝑥 ′ ∙ 2𝑥 + 1 − 𝑥 ∙ (2𝑥 + 1)′

(2𝑥 + 1)2

= 𝑛
𝑥

2𝑥 + 1

𝑛−1

∙
1 ∙ 2𝑥 + 1 − 𝑥 ∙ 2

(2𝑥 + 1)2

=
𝑛𝑥𝑛−1

(2𝑥 + 1)𝑛+1
= 𝑛

𝑥

2𝑥 + 1

𝑛−1

∙
1

(2𝑥 + 1)2
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第一节 复合函数求导公式
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= (𝒇[𝝋(𝒙)])′ = 𝒇′ 𝝋(𝒙) ∙ 𝝋′ 𝒙

求函数𝑦 = ln(1 + 𝑥2)的导数

解：

𝒇对整体求导×整体对𝒙求导

𝑦′ = ln 1 + 𝑥2
′
=

1

1 + 𝑥2
∙ (1 + 𝑥2)′

=
1

1 + 𝑥2
∙ [(1)′ + ( 𝑥2)′]

=
1

1 + 𝑥2
∙ [0 + ( 𝑥2)′]

=
1

1 + 𝑥2
∙ [
1

2
𝑥2

1
2−1 ∙ (𝑥2)′]

=
1

1 + 𝑥2
∙ [
1

2
𝑥2

1
2−1 ∙ 2𝑥]

=
1

1 + 𝑥2
∙
𝑥

𝑥2

第二次复合
函数求导

第一次复合
函数求导
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第一节 复合函数求导公式

复合函数求导公式可以推广到有限次复合，例如

𝑦 = 𝑓 𝑢 ，𝑢 = 𝜑 𝑣 ，𝑣 = 𝜓(𝑥)

则复合函数𝑦 = 𝑓{𝜑[𝜓(𝑥)]}在点𝑥处导数

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒇′ 𝒖 ∙ 𝝋′ 𝒗 ∙ 𝝍′(𝒙)
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第二节 反函数求导公式

设函数𝑦 = 𝑓 𝑥 在点𝑥处有不等于零的导数𝑓′(𝑥),并且其反函数

𝑥 = 𝑓−1 𝑦 在点𝑥的对应点𝑦处连续，则[𝑓−1 𝑦 ]′存在，并且

[𝒇−𝟏 𝒚 ]′ =
𝟏

𝒇′(𝒙)

或

𝒇′(𝒙) =
𝟏

[𝒇−𝟏 𝒚 ]′

原函数𝒚 = 𝒇 𝒙 与其反函数𝒙 = 𝒇−𝟏 𝒚 的导数互为倒数
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第二节 反函数求导公式

𝒚 = 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒙 (𝒂 > 𝟎且𝒂 ≠ 𝟏) 𝒙 = 𝒂𝒚 (𝒂 > 𝟎且𝒂 ≠ 𝟏)

(𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒙)′ =
𝟏

𝒙 𝐥𝐧𝒂 (𝒂𝒚)′ = 𝒂𝒚 ∙ 𝐥𝐧 𝒂

原函数 反函数

导数

𝒇′(𝒙) =
𝟏

[𝒇−𝟏 𝒚 ]′

(log𝑎 𝑥)′ =
1

𝑥 ln 𝑎
=

1

𝑎𝑦 ∙ ln 𝑎
=

1

(𝑎𝑦)′
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第二节 反函数求导公式

𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 𝒙(−𝟏 < 𝒙 < 𝟏) 𝒙 = 𝐬𝐢𝐧 𝒚 (−
𝝅

𝟐
< 𝒚 <

𝝅

𝟐
)

(𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 𝒙) ′ =
𝟏

𝟏 − 𝒙𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝒚 ′ = 𝐜𝐨𝐬 𝒚

原函数 反函数

导数

𝒇′(𝒙) =
𝟏

[𝒇−𝟏 𝒚 ]′

(𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 𝒙) ′ =
𝟏

𝟏 − 𝒙𝟐
=

𝟏

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒚
=

𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒚
=

𝟏

|𝐜𝐨𝐬 𝒚|
=

𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒚
=

𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝒚 ′
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第三节 隐函数的导数

如果一个已知的二元方程𝑭 𝒙, 𝒚 = 𝟎确定了一个函数𝒚 = 𝒇 𝒙 ,则

称该函数为隐函数。

• 如𝑭 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 − 𝟒 = 𝟎，确定了对应法则𝒇未知(“隐”的含

义)的一个函数 𝒚 = 𝒇 𝒙 ，称之为隐函数;注意不是说 𝑭 𝒙, 𝒚 是隐函数。

• 隐函数求导，即在对应法则𝒇未知的情形下，利用已知的方程𝑭 𝒙, 𝒚 = 𝟎，

求得导数𝒚′ = 𝒇′ 𝒙

不知道函数表达式也能对函数
求导？！
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第三节 隐函数的导数

例 求由方程𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2所确定的隐函数𝑦 = 𝑓 𝑥 的导数

解： 已知𝑦可以表示为𝑥的函数，即𝑦 = 𝑓 𝑥

因此，方程𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2可以改写为

𝑥2 + [𝑓(𝑥)]2= 𝑎2

上述方程两端同时对𝑥求导数

(𝑥2+[𝑓(𝑥)]2)′ = (𝑎2)′

等式左边= (𝑥2)′+{[𝑓(𝑥)]2}′= 2𝑥 + 2𝑓 𝑥 ∙ 𝑓′ 𝑥

等式右边(𝑎2)′ = 0

即 2𝑥 + 2𝑓(𝑥) ∙ 𝑓′ 𝑥 = 0 解得𝑓′ 𝑥 = −
𝑥

𝑓 𝑥
= −

𝑥

𝑦

等式两端同时对相同的
变量求导不会改变等号
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第三节 隐函数的导数

课本例15 方程 𝑦 = 𝑥ln 𝑦确定𝑦是𝑥的函数，求𝑦的导数。

解： 已知𝑦可以表示为𝑥的函数，即𝑦 = 𝑓 𝑥

因此，方程可以𝑦 = 𝑥ln 𝑦改写为

𝑓 𝑥 = 𝑥 ∙ ln𝑓(𝑥)

上述方程两端同时对𝑥求导数

𝑓 𝑥 ′ = [𝑥 ∙ ln𝑓 𝑥 ]′

等式左边= 𝑓 𝑥 ′ = 𝑓′(𝑥)

等式右边 𝑥 ∙ ln𝑓 𝑥 ′ = 𝑥 ′ ∙ ln𝑓 𝑥 + 𝑥 ∙ ln𝑓 𝑥 ′ = ln𝑓 𝑥 + 𝑥 ∙
1

𝑓 𝑥
𝑓′(𝑥)

即 𝑓′ 𝑥 = ln𝑓 𝑥 + 𝑥 ∙
1

𝑓 𝑥
𝑓′(𝑥) 解得𝑓′ 𝑥 =

𝑓(𝑥)∙ln 𝑓(𝑥)

𝑓 𝑥 −𝑥
=

𝑦∙ln 𝑦

𝑦−𝑥

等式两端同时对相同的
变量求导不会改变等号
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第三节 隐函数的导数

课本例15 方程 𝑦 = 𝑥ln 𝑦确定𝑦是𝑥的函数，求𝑦的导数。

解：已知𝑦可以表示为𝑥的函数，即𝑦 = 𝑓 𝑥

因此，方程可以𝑦 = 𝑥ln 𝑦改写为

𝑓 𝑥 = 𝑥 ∙ ln𝑓(𝑥)

上述方程两端同时对𝑥求导数

𝑓 𝑥 ′ = [𝑥 ∙ ln𝑓 𝑥 ]′

等式左边= 𝑓 𝑥 ′ = 𝑓′(𝑥)

等式右边 𝑥 ∙ ln𝑓 𝑥 ′ = 𝑥 ′ ∙ ln𝑓 𝑥 + 𝑥 ∙ ln𝑓 𝑥 ′ = ln𝑓 𝑥 + 𝑥 ∙
1

𝑓 𝑥
𝑓′(𝑥)

即 𝑓′ 𝑥 = ln𝑓 𝑥 + 𝑥 ∙
1

𝑓 𝑥
𝑓′(𝑥) 解得𝑓′ 𝑥 =

𝑓(𝑥)∙ln 𝑓(𝑥)

𝑓 𝑥 −𝑥
=

𝑦∙ln 𝑦

𝑦−𝑥

等式两端同时对相同的
变量求导不会改变等号

取𝑦 = 𝑓 𝑥 代入原
方程

对原方程两端同时
关于𝑥求导

求导后，将𝑦的导数即
𝑓′(𝑥)视未知数求解

在上述求解结果中再将
𝑓 𝑥 替换为𝑦
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第四节 取对数求导法

设函数𝑦 = 𝑓(𝑥)，如果对应法则𝑓很复杂，在求解导数𝑦′(或𝑓′(𝑥))的过程中，

可以先对函数左右两端取对数，即

𝐥𝐧 𝒚 = 𝐥𝐧 𝒇(𝒙)

然后通过隐函数求导的方法，求解𝑦′(或𝑓′(𝑥))，此方法称为“取对数求导

法”

• 适用范围：用乘、除、根式表达比较复杂的函数以及幂指函数的情形𝒖(𝒙)𝒗(𝒙)

𝑦 =
(𝑥 + 1)

3
𝑥 − 1

(𝑥 + 4)2𝑒𝑥
𝑦 = 𝑥𝑥𝑦 =

(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)

(𝑥 − 3)(𝑥 − 4)

对数公式 𝐥𝐧𝒂𝒃 = 𝒃 ∙ 𝐥𝐧 𝒂

𝐥𝐧(𝒂 ∙ 𝒃) = 𝐥𝐧𝒂 + 𝐥𝐧𝒃 𝐥𝐧
𝒂

𝒃
= 𝐥𝐧𝒂 − 𝐥𝐧𝒃
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第四节 取对数求导法

课本例21 求𝑦 = (3𝑥 + 1)2
5 𝑥2+1

5𝑥−1
的导数。

解： 对函数左右两端取自然对数，即

ln 𝑦 = ln (3𝑥 + 1)2
5 𝑥2 + 1

5𝑥 − 1

ln 𝑦 = 2 ln(3𝑥 + 1) +
1

5
ln
𝑥2 + 1

5𝑥 − 1

= 2 ln(3𝑥 + 1) +
1

5
[ln 𝑥2 + 1 − ln(5𝑥 − 1)]

记𝑦 = 𝑓(𝑥)，代入上式

ln 𝑓 𝑥 = 2 ln(3𝑥 + 1) +
1

5
[ln 𝑥2 + 1 − ln(5𝑥 − 1)]

两边对𝑥求导 1

𝑓(𝑥)
𝑓′ 𝑥 =

6

3𝑥 + 1
+

2𝑥

5 𝑥2 + 1
−

1

5𝑥 − 1

解得

𝑓′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 ∙
6

3𝑥 + 1
+

2𝑥

5 𝑥2 + 1
−

1

5𝑥 − 1
= (3𝑥 + 1)2

5 𝑥2+1

5𝑥−1
∙

6

3𝑥+1
+

2𝑥

5 𝑥2+1
−

1

5𝑥−1
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第四节 取对数求导法
课本例20 求𝑦 = 𝑥𝑥的导数。

解： 对函数左右两端取自然对数，即

ln 𝑦 = ln 𝑥𝑥

ln 𝑦 = 𝑥 ln 𝑥

记𝑦 = 𝑓(𝑥)，代入上式

ln 𝑓 𝑥 = 𝑥 ln 𝑥

两边对𝑥求导
1

𝑓(𝑥)
𝑓′ 𝑥 = 𝑥 ′ ∙ ln 𝑥 + 𝑥 ∙ (ln 𝑥)′

解得

𝑓′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 ∙ (ln 𝑥 + 1)

= 𝑥𝑥 ∙ (ln 𝑥 + 1)

= 1 ∙ ln 𝑥 + 𝑥 ∙
1

𝑥
= ln𝑥 + 1
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第五节 由参数方程所确定的函数导数

若参数方程ቊ
𝒙 = 𝝋(𝒕)
𝒚 = 𝝍(𝒕)

确定𝒚是𝒙的函数，则称此函数关系为由参数方程所

确定的函数。

𝒙 = 𝟐(𝐬𝐢𝐧 𝒕 −
𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧𝟐𝒕)

𝒚 = 𝟐(𝐜𝐨𝐬 𝒕 −
𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬𝟐𝒕)

, (𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟐𝝅)
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第五节 由参数方程所确定的函数导数

若参数方程ቊ
𝒙 = 𝝋(𝒕)
𝒚 = 𝝍(𝒕)

确定𝒚是𝒙的函数，则称此函数关系为由参数方程所

确定的函数。

• 设𝒙 = 𝝋(𝒕)有连续的反函数𝒕 = 𝝋−𝟏(𝒙),同时𝝋′(𝒕)和𝝍′(𝒕)存在，且𝝍′ 𝒕 ≠ 𝟎,

由参数方程𝒚与𝒙构成复合函数𝒚 = 𝝍[𝝋−𝟏(𝒙)]

利用反函数求导与复合函数求导法则，有

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒅𝒚

𝒅𝒕
∙
𝒅𝒕

𝒅𝒙
=

𝒅𝒚
𝒅𝒕
𝒅𝒙
𝒅𝒕

=
𝝍′(𝒕)

𝝋′(𝒕)
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第五节 由参数方程所确定的函数导数

课本例22 已知ቊ
𝑥 = arctan 𝑡
𝑦 = ln(1 + 𝑡2),求

𝑑𝑦

𝑑𝑥

解：
𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

2𝑡

1 + 𝑡2

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒅𝒚

𝒅𝒕
𝒅𝒙

𝒅𝒕

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

1

1 + 𝑡2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑑𝑥

𝑑𝑡

=
2𝑡

1+𝑡2
1

1+𝑡2

= 2𝑡
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