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数学系王伟文

第三章 导数与微分
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第一节 高阶导数

设函数𝑓 𝑥 = 𝑥4 则𝑓′ 𝑥 = 4𝑥3

𝑓′ 𝑥 = 4𝑥3仍然是关于𝑥的函数

这个函数再对𝑥求导数

(𝑓′(𝑥))′ = (4𝑥3)′ = 12𝑥2

(𝑓′(𝑥))′可以记为𝑓′′(𝑥)或𝑓 2 (𝑥)，称为函数𝒇 𝒙 关于𝒙的二阶导数

类似地，对二阶导数进一步关于𝑥求导数

[𝑓 2 (𝑥)]′= 12𝑥2
′
= 24𝑥

[𝑓 2 (𝑥)]′可以记为𝑓′′′ 𝑥 或𝑓 3 𝑥 ,称为函数𝒇 𝒙 关于𝒙的三阶导数

若对函数𝑓(𝑥)上述求导过程重复𝑛次，即得到该函数𝒏阶导数，记作

𝒇 𝒏 (𝒙)，𝒚(𝒏)   或
𝒅𝒏𝒚

𝒅𝒙𝒏
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第一节 高阶导数

求函数𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥的二阶导数

解： 𝑦′ = (𝑥2 + 2𝑥)′

= 2𝑥 + 2

𝑦(2) = (2𝑥 + 2)′

= 2𝑥 ′ + (2)′

= 2 + 0

= 2
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第一节 高阶导数

求函数𝑦 = ln 𝑥的二阶导数

解： 𝑦′ = (ln 𝑥)′

=
1

𝑥

𝑦(2) = (
1

𝑥
)′

= 𝑥−1 ′

= −1 ∙ 𝑥−1−1 = −
1

𝑥2
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第一节 高阶导数

例 求函数𝑦 = 𝑥𝑒𝑥的二阶导数

解： 𝑦′ = (𝑥𝑒𝑥)′

= 𝑥 ′𝑒𝑥 + 𝑥(𝑒𝑥)′

= 𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥

𝑦(2) = (𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥)′

= 𝑒𝑥 ′ + (𝑥𝑒𝑥)′

= 𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥

= 2𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥
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第二节 微分

对于自变量在点𝒙处的改变量𝚫𝒙,如果函数𝒚 = 𝒇 𝒙 的相应改变量𝚫𝒚可

以表示为

𝚫𝒚 = 𝑨 ∙ 𝚫𝒙 + 𝒐(𝚫𝒙) (𝚫𝒙 → 𝟎)

其中常数𝑨与𝚫𝒙无关，则称函数𝒚 = 𝒇 𝒙 在点𝒙处可微，并称𝑨 ∙ 𝚫𝒙为

函数𝒚 = 𝒇 𝒙 在点𝒙处的微分，记为𝒅𝒚或𝒅𝒇(𝒙)，即

𝒅𝒚 = 𝑨 ∙ 𝚫𝒙

怎么确定常数𝑨?
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第二节 微分

设函数𝑦 = 𝑓 𝑥 在点𝑥处可微，则

𝚫𝒚 = 𝑨 ∙ 𝚫𝒙 + 𝒐(𝚫𝒙) (𝚫𝒙 → 𝟎)

∆𝒚

∆𝒙
= 𝑨 +

𝒐(𝜟𝒙)

∆𝒙

等式两端同时除∆𝒙

取极限，令∆𝒙 → 𝟎

lim
∆𝒙→𝟎

∆𝒚

∆𝒙
= lim

∆𝒙→𝟎
(𝑨 +

𝒐(𝜟𝒙)

∆𝒙
)

又因为𝒐(𝜟𝒙)是𝜟𝒙的高阶无穷小，即 lim
∆𝒙→𝟎

𝒐(𝜟𝒙)

∆𝒙
= 𝟎，所以

lim
∆𝒙→𝟎

∆𝒚

∆𝒙
= lim

∆𝒙→𝟎
(𝑨 +

𝒐(𝜟𝒙)

∆𝒙
) = 𝑨 故 lim

∆𝒙→𝟎

∆𝒚

∆𝒙
= 𝑓′(𝑥) = 𝑨

𝑨即为函数𝒇 𝒙 在点
𝒙处的导数𝒇′(𝒙)
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第二节 微分
设函数𝑦 = 𝑓 𝑥 在点𝑥处可导，即𝑓′(𝑥)存在，则

∆𝒚

∆𝒙
= 𝒇′(𝒙) + 𝜶

由极限存在的性质，知

其中𝛂为∆𝒙 → 𝟎的无为小量。所以

函数𝒇 𝒙 在点𝒙处的
导数𝒇′(𝒙)即为微分
式中的𝑨

𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

∆𝒚

∆𝒙
= 𝒇′(𝒙)

∆𝒚 = 𝒇′ 𝒙 ∆𝒙 + 𝜶 ∙ ∆𝒙

又因为 lim
∆𝒙→𝟎

α∙∆𝒙

∆𝒙
= lim

∆𝒙→𝟎
𝛼 = 0，故α ∙ ∆𝒙为∆𝒙的高阶无穷小(∆𝒙 → 𝟎)，记

为𝒐(𝜟𝒙)，

从而有
∆𝒚 = 𝑓′ 𝑥 ∆𝒙 + 𝒐(𝜟𝒙)  (∆𝒙 → 𝟎) 

根据微分定义，因此有

𝒅𝒚 = 𝒇′ 𝒙 𝚫𝒙

𝚫𝒚 = 𝑨 ∙ 𝚫𝒙 + 𝒐(𝚫𝒙) (𝚫𝒙 → 𝟎)
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第二节 微分

设函数𝒚 = 𝒇 𝒙 在点𝒙处可微

𝒅𝒚 = 𝑨 ∙ 𝜟𝒙

函数𝒚 = 𝒇 𝒙 在点𝒙处可导

𝒇′ 𝒙 = 𝑨

等价

𝒅𝒚 = 𝒇′ 𝒙 ∙ 𝜟𝒙

𝒚 = 𝒇 𝒙 在点𝒙处的微分可以表示为
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第二节 微分

令𝒚 = 𝒙，则

𝒅𝒚 = 𝒇′ 𝒙 ∙ 𝜟𝒙

𝒅𝒙 = 𝒙 ′ ∙ 𝜟𝒙 = 𝜟𝒙

所以𝒚 = 𝒇 𝒙 在点𝒙处的微分可以表示为

𝒅𝒚 = 𝒇′ 𝒙 ∙ 𝒅𝒙
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第二节 微分

课本例2 求函数𝑦 = ln 𝑥的微分

解： 函数𝑦 = ln 𝑥的导数为

𝑦′ =
1

𝑥

𝑑𝑦 =
1

𝑥
∙ 𝑑𝑥

所以微分为

𝑑𝑦 = ln 𝑥 ′𝑑𝑥

=
1

𝑥
∙ 𝑑𝑥

𝒅𝒚 = 𝒇′ 𝒙 ∙ 𝒅𝒙
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第二节 微分

例 求函数𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥的微分

解： 函数𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥的导数为

𝑦′ = 2𝑥 + 2

𝑑𝑦 = (2𝑥 + 2)𝑑𝑥

所以微分为

𝑑𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥
′
𝑑𝑥

= (2𝑥 + 2)𝑑𝑥

𝒅𝒚 = 𝒇′ 𝒙 ∙ 𝒅𝒙
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第二节 微分

微分法则与求导法则完全相同



14

第三节 微分形式的不变性

如果函数𝑦 = 𝑓(𝑢)对𝑢是可导的

• 若𝑢是自变量，此时函数的微分

• 若𝑢是一个函数，𝑢 = 𝜑(𝑥)，则𝑦为𝑥的复合函数𝑦 = 𝑓[𝜑(𝑥)]，

此时函数的微分为

𝒅𝒚 = 𝒇′ 𝒖 𝒅𝒖

𝒅𝒚 = 𝒇′[𝝋(𝒙)]𝝋′(𝒙)𝒅𝒙

因此，对于函数𝑦 = 𝑓(𝑢)，无论𝒖是自变量还是一个函数，函数

𝑦 = 𝑓(𝑢)的微分都可以表示为

𝒅𝒚 = 𝒇′ 𝒖 𝒅𝒖

此性质称为微分形式的不变性

又因为𝑑𝑢 = 𝜑′ 𝑥 𝑑𝑥

𝒅𝒚 = 𝒇′[𝝋(𝒙)]𝝋′(𝒙)𝒅𝒙 = 𝒇′ 𝝋 𝒙 𝒅𝒖 = 𝒇′(𝒖)𝒅𝒖



15

第三节 微分形式的不变性

课本例2 设𝑦 = sin(2𝑥 + 3)，求𝑑𝑦

解： 令𝑢 = 2𝑥 + 3，则𝑦 = 𝑓 𝑢 = sin 𝑢

由微分形式不变性，有

𝑑𝑦 = 𝑓′ 𝑢 𝑑𝑢 = sin 𝑢 ′𝑑𝑢 = cos 𝑢 𝑑𝑢

𝑑𝑢 = 2𝑥 + 3 ′𝑑𝑥 = 2𝑑𝑥

又因为

结合这两个式子得到

𝑑𝑦 = cos (2𝑥 + 3) ∙ 2𝑑𝑥
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第四节 微分在近似计算中的应用

由微分的定义，如果函数𝒚 = 𝒇(𝒙)在𝒙处可微，则有

𝜟𝒚 = 𝒇′ 𝒙 ∆𝒙 + 𝒐 ∆𝒙 (∆𝒙 → 𝟎)

若|∆𝒙|很小，可忽略高阶无穷小量𝒐 ∆𝒙 ，则有

𝜟𝒚 ≈ 𝒇′ 𝒙 ∆𝒙

𝒇 𝒙 + ∆𝒙 − 𝒇(𝒙) ≈ 𝒇′ 𝒙 ∆𝒙

即

𝒇 𝒙 + ∆𝒙 ≈ 𝒇 𝒙 + 𝒇′ 𝒙 ∆𝒙

所以𝒇 𝒙 + ∆𝒙 可以近似计算得到，
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第四节 微分在近似计算中的应用

微分近似计算公式 设函数𝒚 = 𝒇(𝒙)在𝒙处可微，若|∆𝒙|很小

𝒇 𝒙 + ∆𝒙 ≈ 𝒇 𝒙 + 𝒇′ 𝒙 ∆𝒙

则𝒇 𝒙 + ∆𝒙 可以近似计算，即

课本例6 求
3
1.02的近似值

解： 原问题即为求函数𝑦 = 𝑓 𝑥 = 3 𝑥在𝑥 = 1.02处的近似值

由微分近似计算公式，得到

𝑓 𝑥 + ∆𝑥 ≈ 𝑓 𝑥 + 𝑓′ 𝑥 ∆𝑥 = 3 𝑥 +
1

3
𝑥−

2

3∆𝑥

将𝑥 = 1，∆𝑥 = 0.02代入上式

𝑓 1.02 ≈
3
1 +

1

3
1−

2
3 × 0.02 =

151

150

即
3
1.02 ≈

151

150



罗马万神殿

https://www.bilibili.com/video/BV1Kb4y1S7Rj/?spm_id_from=333.337.search-card.all.click&vd_source=92ec8db4c27952a4f2a214efc410be72


弧田算法 术曰：以弦乘矢，矢又自乘，并之，二而一。

刘徽(约225年—约295

年):弧田密率
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