
第十一讲

王伟文 暨南大学

1 线性代数回顾

定理 1.1: 对称实矩阵谱分解

任意 n 阶实矩阵 A 可以表示为

A =

n∑
i=1

λiuiu
T
i ,

其中 (λi,ui) 为矩阵 A 的特征值及相应的正交化单位特征向量, λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn.

令 U = [u1,u2, . . . ,ur] ∈ Rn×r, Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λr), 则

A = UΛUT .

从优化的视角看特征值

λ1 = ⟨Au1,u1⟩ = max
∥x∥=1

xTAx, u1 = arg max
∥x∥=1

xTAx

λ2 = ⟨Au2,u2⟩ = max
x⊥u1
∥x∥=1

xTAx, u2 = argmax
x⊥u1
∥x∥=1

xTAx

λ3 = ⟨Au3,u3⟩ = max
x⊥{u1,u2}

∥x∥=1

xTAx, u3 = argmax
x⊥{u1,u2}

∥x∥=1

xTAx

· · ·

λn = ⟨Aun,un⟩ = min
∥x∥=1

xTAx, un = arg min
∥x∥=1

xTAx

命题 1.1

对任意 n-阶对称矩阵 A, 有

λ1 = ⟨Au1,u1⟩ = max
∥x∥=1

xTAx, u1 = arg max
∥x∥=1

xTAx

λn = ⟨Aun,un⟩ = min
∥x∥=1

xTAx, un = arg min
∥x∥=1

xTAx
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证明. 由定理 1.1 知, 矩阵 A 可表示谱分解的形式 A = UΛUT , 故

max
∥x∥=1

xTAx = max
∥x∥=1

xTUΛUTx

= max
∥y∥2=1

yTΛy = max
∥y∥2=1

n∑
i=1

y2i λi (y = UTx)

= max
ξ∈∆n

n∑
i=1

ξiλi = λ1 (y2i = ξ)

余下结论显然成立.

定理 1.2: 奇异值分解 (Singular Value Decomposition)

∀A ∈ Rm×n, 可以表示为

A =

r∑
i=1

σiuiv
T
i

其中 σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0 为奇异值, ui 为左奇异向量, vi 为右奇异向量, 满足

σi =

√
λi(AAT ) =

√
λi(A

TA);

{ui}为矩阵AAT的正交化特征向量;

{vi}为矩阵ATA的正交化特征向量.

且 r = rank(A).

奇异值分解的矩阵形式

A = UΣV T ,

其中 U ∈ Rm×n, V ∈ Rn×n 为正交矩阵, 分别为矩阵 AAT 和 ATA 的正交化特征向量构成的

列矩阵, Σ ∈ Rm×n 的对角元为奇异值 (σ1, σ2, . . . , σr), 其他位置为 0.

紧凑形式

A = U rΣrV
T
r ,

其中 U r ∈ Rm×r 和 V r ∈ Rn×r 分别为 U 和 V 的前 r 列, 满足 UT
r U r = V T

r V r = Ir,

Σr = diag(σ1, σ2, . . . , σr).
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从优化的视角看奇异值

σ1 = max
∥x∥=1

∥Ax∥2, v1 = arg max
∥x∥=1

∥Ax∥2

σ2 = max
x⊥v1
∥x∥=1

∥Ax∥2, v2 = argmax
x⊥v1
∥x∥=1

∥Ax∥2

σ3 = max
x⊥{v1,v2}

∥x∥=1

∥Ax∥2, v3 = argmax
x⊥{v1,v2}

∥x∥=1

∥Ax∥2

· · ·

σn = min
∥x∥=1

∥Ax∥2, vn = arg min
∥x∥=1

∥Ax∥2

命题 1.2

设 A 为 n-阶对称实矩阵, 则有

σ1(A) = max
∥x∥=1

|xTAx| = max
i∈[n]

|λi(A)|.

2 矩阵范数

考虑矩阵 A ∈ Rm×n, Frobenius 范数

∥A∥F =

√∑
i,j

A2
i,j

矩阵内积

⟨A,B⟩ = trace(BTA)

∥A∥2F = ⟨A,A⟩

命题 2.1: ∥ · ∥F 的正交不变性

对任意正交矩阵 U ∈ Rm×m 或 V ∈ Rn×n, 有

∥UA∥F = ∥AV ∥F = ∥A∥F

证明. ∥UA∥F =
√

⟨UA,UA⟩ =
√
trace(ATUTUA) =

√
trace(ATA) = ∥A∥F .

命题 2.2

∥A∥2F =
∑

σ2
i (A).
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证明. 将矩阵 A 表示为 SVD 分解的形式, A = UΣV T .

∥A∥2F = ∥UΣV T ∥ (i)
= ∥Σ∥2F = trace(ΣTΣ) =

∑
σ2
i (A),

其中 (i) 由 Frobenius 范数的正交不变性得到.

定义 2.1: 矩阵谱范数

∥A∥ = max
∥x∥2=1

∥Ax∥2 = max
∥x∥2≤1

∥Ax∥2 = max
x

∥Ax∥2
∥x∥2

关于矩阵谱范数有

(a) 对任意正交矩阵 U ∈ Rm×m 或 V ∈ Rn×n, ∥UA∥ = ∥AV ∥ = ∥A∥;

(b) 若矩阵 A 可逆, ∥A−1∥ = 1
σn(A)

(c) ∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥

(d) ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥ (∥ABx∥2 ≤ ∥A∥∥Bx∥2 ≤ ∥A∥∥B∥)

(e) ∥A∥ ≤ ∥A∥F ≤
√
r∥A∥ (∥A∥ = σ1(A) ≤

√
r∑

i=1
σ2
i (A) = ∥A∥F ≤

√
rσ2

1(A) =
√
r∥A∥)

这里 r = rank(A).

(f) ∥A∥ = max
∥x∥=1且∥y∥=1

yTAx

(∥z∥2 = max
∥y∥2=1

yTz, max
∥x∥=1且∥y∥=1

yTAx = max
∥x∥=1

max
∥y∥2=1

yTAx = max
∥x∥2=1

∥Ax∥2 = σ1(A) =

∥A∥)

3 随机向量

设 X 为一个 d-维随机向量, 其均值为 EX = µ.

协方差矩阵为

cov(X) = E(X − µ)(X − µ)T = E[XXT ]− µµT

• (cov(X))i,j = E(Xi − µi)(Xj − µj) = cov(Xi, Xj)

• (cov(X))i,i = var(Xi)

命题 3.1

cov(X) 是一个正半定矩阵.
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4 主成分分析 (Principal Component Analysis, PCA)

设 X ∈ Rd 是以 0 为均值的随机向量, 协方法为 cov(X) = Σ. 要找一个单位向量将 X 投

影到 1 维空间中, 并使得方差最大, 即

max
∥v∥2=1

E[(⟨X,v⟩)2] = max
∥v∥2=1

vTΣv

由矩阵特征值性质知, 最优的投影变换为 Σ 的最大特征对应的单位化特征向量 v1(Σ), 此

时

λ1(Σ) = max
∥v∥2=1

vTΣv.

接下来寻找第二个“最佳投影方向”, 满足

max
v⊥v1
∥v∥2=1

vTΣv.

得到最优的投影变换为 Σ 的最二大特征对应的单位化特征向量 v2(Σ), 此时

λ2(Σ) = max
v⊥v1
∥v∥2=1

vTΣv.

依次类推, 协方差 Σ 的前 k 个特征值对应的单位正交化特征向量构成主成分分析的“主成

分”, 即随机变量 X 投影到 k-为空间的线性变换.

称比率
k∑

i=1
λi(Σ)

d∑
j=1

λj(Σ)

为这 k 个主成分的累积解释度.

然而在实践中, 随机变量 X ∈ Rd 的协方差往往是未知的. 给定 n 个来自与 X 同一总体的

样本 X1, X2, . . . , Xn, 样本协方差为

Σn =
1

n

n∑
i=1

XiX
T
i .

此时, 主成分分析建立在 Σn 上.

一个自然的问题是, PCA(Σn) 在多大程度上近似 PCA(Σ), 即能否确保

λi(Σn) ≈ λi(Σ) 且 vi(Σn) ≈ vi(Σ),

相应的样本量应该是多少?
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我们首先来看看能否在谱范数的度量下控制 Σ 与 Σn 的差别. 由谱范数性质

∥Σn −Σ∥ = max
v∈Sd−1

∣∣vT (Σn −Σ)v
∣∣

= max
v∈Sd−1

∣∣vTΣnv − vTΣv
∣∣

= max
v∈Sd−1

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

⟨Xi,v⟩2 − E[⟨X,v⟩2]

∣∣∣∣∣
其中 Sd−1 ≜ {x ∈ Rd : ∥x∥2 = 1}

定义随机变量

Z(v) =
1

n

n∑
i=1

⟨Xi,v⟩2 − E[⟨X,v⟩2],

此时

∥Σn −Σ∥ = max
v∈Sd−1

|Z(v)|

命题 4.1: 谱范数与球面上的 ϵ-覆盖

对于矩阵 A ∈ Rm×n, 设 N 为单位球面 Sn−1 的一个 ϵ-覆盖, 则

∥A∥ ≤ 1

1− ϵ
max
x∈N

∥Ax∥ ∀ϵ > 0.

证明. 由 ϵ-覆盖定义, ∀v ∈ Sn−1, ∃x ∈ N , 满足

∥v − x∥2 ≤ ϵ

由三角不等式及谱范数定义

∥Av∥2 − ∥Ax∥2 ≤ ∥Av −Ax∥2 ≤ ∥A∥∥v − x∥2 ≤ ∥A∥ϵ

即对任意 v ∈ Sd−1, 存在 x ∈ N , 使得

∥Av∥2 ≤ ∥A∥ϵ+ ∥Ax∥2

因此

max
v∈Sn−1

∥Av∥2 ≤ ∥A∥ϵ+ max
x∈N

∥Ax∥2

即

∥A∥ ≤ ϵ∥A∥+ max
x∈N

∥Ax∥2

移项得到

∥A∥ ≤ 1

1− ϵ
max
x∈N

∥Ax∥
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命题 4.2: 对称矩阵谱范数与球面上的 ϵ 覆盖

设 A 为 n-阶对称实矩阵, N 为单位球面 Sn−1 上的一个 ϵ-覆盖, 则

∥A∥ ≤ 1

1− 2ϵ
max
x∈N

|xTAx| ∀ϵ ∈ (0,
1

2
).

证明. ∀x ∈ Sn−1, ∃u ∈ N , 满足 ∥x− u∥2 ≤ ϵ.

∣∣xTAx− uTAu
∣∣ = ∣∣xTAx− xTAu+ xTAu− uTAu

∣∣
≤ |⟨Ax,x− u⟩|+ |⟨Au,u− x⟩|

≤ ∥x− u∥2∥Ax∥2 + ∥x− u∥2∥Au∥2

≤ ϵ∥Ax∥2 + ϵ∥Au∥2

故有 ∣∣xTAx
∣∣ ≤ ϵ∥Ax∥2 + ϵ∥Au∥2 +

∣∣uTAu
∣∣

≤ ϵ∥Ax∥2 + ϵmax
u∈N

∥Au∥2 + max
u∈N

∣∣uTAu
∣∣

≤ ϵ∥Ax∥2 + ϵ max
u∈Sn−1

∥Au∥2 + max
u∈N

∣∣uTAu
∣∣

上述不等式关于 x 最大化

max
x∈Sn−1

∣∣xTAx
∣∣ ≤ ϵ max

x∈Sn−1
∥Ax∥2 + ϵ max

u∈Sn−1
∥Au∥2 + max

u∈N

∣∣uTAu
∣∣

即

∥A∥ ≤ 2ϵ∥A∥+ max
u∈N

∣∣uTAu
∣∣ .

命题 4.3: 单位球面的最小覆盖数

∀ϵ > 0, 在 ∥ · ∥2 度量下有

N (ϵ;Sd−1, ∥ · ∥2) ≤
(
2

ϵ
+ 1

)d

7



4.1 协方差一致收敛性分析

定理 4.1: Bernstein 不等式

设 X1, X2, · · · , XN 为相互独立、均值为 E[Xi] = µi 的 sub-exponential 随机变量, 相应

的参数为 (νi, αi), 则有

P

[
N∑
i=1

(Xi − µi) ≥ t

]
≤ exp

(
−1

2
min

(
t2

ν̃2
,
t

α̃

))
∀t > 0,

其中 ν̃2 =
N∑
i=1

ν̃2i , α̃ = max
i=1,...,N

αi.

特别地, 若 Xi 独立同分布, Bernstein 不等式可改写为

P

[
1

N

N∑
i=1

Xi − E[X] ≥ δ

]
≤ exp

(
−n

2
min

(
δ2

ν2
,
δ

α

))
∀t > 0,

定理 4.2: 协方差估计

设 Xi ∼ N(0,Σ), 若 n ≥ 128d log 3
δ2

且 0 < δ < 2, 则

∥Σn −Σ∥ ≤ δ∥Σ∥

至少以概率 1− 2 exp(−nδ2

64 ) 成立.

证明. 不失一般性, 设 ∥Σ∥ = 1.

(尾界)

取任一固定 v ∈ Sd−1, 则 ⟨X,v⟩ 是以零为均值的 Gaussian 随机变量, 其方差为

σ2 = E[⟨X,v⟩2] = E[vTXXTv] = vTΣv ≤ ∥Σ∥ = 1

故 ⟨X,v⟩/
√
σ ∼ N(0, 1) 且 ⟨X,v⟩2/σ 是以 (2, 4) 为参数的 sub-exponential 随机变量.

因为 σ ≤ 1, 故

1

n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

⟨Xi,v⟩2

σ
− E[⟨X,v⟩2]

σ

∣∣∣∣∣ ≥ 1

n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

⟨Xi,v⟩2 − E[⟨X,v⟩2]

∣∣∣∣∣
因此有

P

[
1

n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

⟨Xi,v⟩2 − E[⟨X,v⟩2]

∣∣∣∣∣ ≥ δ

]
≤ P

[
1

n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

⟨Xi,v⟩2

σ
− E[⟨X,v⟩2]

σ

∣∣∣∣∣ ≥ δ

]

≤ 2 exp

(
−nδ2

8

)
∀δ ∈ (0, 1).

(离散化)

由命题 4.2,

∥Σn −Σ∥ ≥ δ ⇒ 1

1− 2ϵ
max
v∈N

|Z(v)| ≥ δ
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取 ϵ = 1
4 ,

P [∥Σn −Σ∥ ≥ δ] ≤ P
[
2max
v∈N

|Z(v)| ≥ δ

]
= P

[
max
v∈N

|Z(v)| ≥ δ

2

]
(联合界)

P
[
max
v∈N

|Z(v)| ≥ δ

2

]
= P

[ ⋃
v∈N

{
|Z(v)| ≥ δ

2

}]

≤
∑
v∈N

P
[
Z(v) ≥ δ

2

]
≤ |N |P

[
Z(v) ≥ δ

2

]
≤ 9d · 2 exp

(
−nδ2

32

)
∀δ ∈ (0, 2).

若 n ≥ 128d log 3
δ2

P [∥Σn −Σ∥ ≥ δ] ≤ P
[
max
v∈N

|Z(v)| ≥ δ

2

]
≤ 2 exp(−nδ2

64
).

此时

∥Σn −Σ∥ ≤ δ

至少以概率 1− 2 exp(−nδ2

64 ) 成立.

4.2 扰动理论

定理 4.3: Weyl 不等式

任意 n-阶级对称矩阵 S 和 T , 有

max
i

|λi(S)− λi(T )| ≤ ∥S − T ∥

定理 4.4: Davis-Kahan 不等式

设有任意 n-阶级对称矩阵 S 和 T , λi(S)为 S 的特征值从大到小排列次序为 i的特征值,

记 λi(S) 与余下特征值的间隙为

∆i ≜ min
j:j ̸=i

|λi(S)− λj(S)| > 0,

则存在 θ ∈ {−1,+1}, 使得 S 和 T 中次序为 i 的特征值对应的单位化特征向量 vi(S) 和

vi(T ) 满足

∥vi(S)− θvi(T )∥2 ≤
2
√
2∥S − T ∥
∆i
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总结: PCA 有较好的拟合效果要求

• n = O(d);

• Σn 有较好分离度的特征值间隙.
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