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1.1:

A ∈ Rn×n 为对称矩阵，其谱分解为

A =

n∑
i=1

λiuiu
T
i ,

若有函数 f : R → R, 则

f(A) ≜
n∑

i=1

f(λi)uiu
T
i ∈ Rn×n.

1.1.

eA =
n∑

i=1

eλiuiu
T
i

=
n∑

i=1

∞∑
k=0

λk
i

k!
uiu

T
i

=
∞∑
k=0

n∑
i=1

λk
i

k!
uiu

T
i

= I +
∞∑
k=1

Ak

k!

1.2: (Positive-Semidefinite, PSD)

称矩阵 A ∈ Rn×n 为正定矩阵当且仅当对任意向量 u ∈ Rn 有 uTAu ≥ 0, 等价于

λi(A) ≥ 0, ∀i ∈ [n].

1.3: Löwner

矩阵 A 为 PSD, 则 A ⪰ 0. 若 X − Y ⪰ 0, 则 X ⪰ Y , Y ⪯ X.

. Löwner 秩非完全秩, 即存在两个矩阵不能判断它们之间的 Löwner 秩.
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1.1: Löwner

(a) 若 X ⪰ Y , A ∈ Rn×n 为任意 n 阶矩阵, 则 ATXA ⪰ ATY A.

(b) 若 X ⪯ Y , 则 λi(X) ≤ λ(Y ), ∀i ∈ [n]; 进一步若 X 与 Y 可交换, 则逆命题成立.

(c) 设 f : R → R 为单调递增函数, 若 X ⪯ Y , 则 tracef(X) ≤ tracef(Y ).

. (a) 给定 n 阶矩阵 A, 因为 X − Y ⪰ 0 为 PSD, 故对任意向量 u ∈ Rn 有

(Au)T (X − Y )(Au) ≥ 0,

即 uT (ATXA−ATY A)u ≥ 0 ⇒ ATXA−ATY A ⪰ 0. 故 ATXA ⪰ ATY A.

(b) 设 S 为 Rn 的子空间, 由 Courant-Fisher 最小最大定理

λi(X) = max
dim S=i

min
u∈S

∥u∥=1

uTXu

可直接得到结论.

(c) trace(X) =
n∑

i=1
λi(X) 结合 (b) 得到.

1.2

若 X 可逆且 0 ⪯ X ⪯ Y , 则 Y 可逆且 X−1 ⪰ Y −1 ⪰ 0.

. 因为 X 可逆, 故 λi ≥ 0, ∀i ∈ [n]. 又因为 Y ⪰ X, 故 λi(Y ) ≥ λi(X) > 0, ∀i ∈ [n]. 故 Y

可逆.

若 Y = I, 即 I ⪰ X, 故有 X− 1
2 IX− 1

2 ⪰ X− 1
2 IX− 1

2 ⇒ X−1 ⪰ I.

若 Y ⪰ X, Y − 1
2Y Y − 1

2 ⪰ Y − 1
2XY − 1

2 ⇒ I ⪰ Y − 1
2XY − 1

2 ⇒
(
Y − 1

2XY − 1
2

)−1
⪰ I. 即有

Y − 1
2X−1Y − 1

2 ⪰ I ⇒ X−1 ⪰ Y −1.

1.3

若 X 可逆且 0 ⪯ X ⪯ Y , 则 logX ⪯ log Y .

. 利用恒等式

log x ≡
∫ ∞

0

(
1

1 + t
− 1

x+ t

)
dt ∀x > 0
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logX =
n∑

i=1

∫ ∞

0

(
1

1 + t
− 1

λi(X) + t

)
dt · uiu

T
i

=

∫ ∞

0

n∑
i=1

(
1

1 + t
uiu

T
i − 1

λi(X) + t
uiu

T
i

)
dt

=

∫ ∞

0

(
(I + tI)−1 − (tI +X)−1

)
dt

因为 0 ⪯ X ⪯ Y ⇒ tI +X ⪯ tI + Y , 故 (tI +X)−1 ⪰ (tI + Y )−1, ∀t > 0.

log Y − logX =

∫ ∞

0

(
(I + tI)−1 − (tI + Y )−1

)
dt−

∫ ∞

0

(
(I + tI)−1 − (tI +X)−1

)
dt

=

∫ ∞

0

(
(tI +X)−1 − (tI + Y )−1

)
dt

⪰ 0,

故 log Y ⪰ logX.

2 Hoeffing

2.1: Hoeffding

设 ϵi 独立等概率地取 ±1, ai ∈ R, 则

P

[∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ϵiai

∣∣∣∣∣ ≥ t

]
≤ 2 exp

(
− t2

2σ2

)
t ≥ 0.

其中 σ2 =
n∑

i=1
a2i .

. 记 Sn =
n∑

i=1
ϵiai.

P [Sn ≥ t] = P
[
eλSn ≥ eλt

]
∀λ ≥ 0.

≤ e−λtE
[
eλSn

]
= e−λtE

[
e
λ

n∑
i=1

ϵiai

]

= e−λtE

[
n∏

i=1

eλϵiai

]
= e−λt

n∏
i=1

E[eλϵiai ]

= e−λt
n∏

i=1

(
e−λai

2
+

eλai

2

)

≤ e−λt
n∏

i=1

eλ
2a2i /2 = exp

(
−λt+

λ2

2

n∑
i=1

a2i

)
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关于 λ ≥ 0 最小化不等式右边得到

P [Sn ≥ t] ≤ exp

(
− t2

2σ2

)
∀t ≥ 0.

2.2: Lieb

设 H ∈ Rn×n 为 n 阶对称矩阵, 定义函数

f(X) ≜ trace (exp(H + logX)) ,

则函数 f 在 {X : X ⪰ 0} 为凹函数.

2.1

设 H ∈ Rn×n 为 n 阶对称实矩阵, Z 为 n 阶对称随机矩阵, 则

Etrace (exp(H + Z)) ≤ trace
(
exp(H + logEeZ)

)

. Z ≜ log eZ , 结合 Lieb 不等式和 Jensen 不等式得证.

2.2

设 Xi 为一组相互独立的同阶对称随机矩阵, 则

Etrace exp

(
n∑

i=1

Xi

)
≤ trace exp

(
n∑

i=1

logEeXi

)

.

EXi:i∈[n−1]

[
EXntrace exp

(
n−1∑
i=1

Xi +Xn

)]

≤ EXi:i∈[n−1]

[
trace exp

(
n−1∑
i=1

Xi + logEeXn

)]

≤ · · ·

≤ trace exp

(
n∑

i=1

logEeXi

)
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2.3: Hoeffing

设 ϵi 独立等概率取 ±1, Ai 为 d-阶对称矩阵, 则

P

[∥∥∥∥∥
n∑

i=1

ϵiAi

∥∥∥∥∥ ≥ t

]
≤ 2d · exp

(
− t2

2σ2

)
∀t ≥ 0,

其中 σ2 =

∥∥∥∥ n∑
i=1

A2
i

∥∥∥∥.

. 记 Sn =
n∑

i=1
ϵiAi, ∥Sn∥ = max (λ1(Sn), λ1(−Sn))

对任意 λ ≥ 0,

P [λ1(Sn) ≥ t] = P
[
eλ·λ1(Sn) ≥ eλt

]
≤ e−λtE

[
eλ·λ1(Sn)

]
≤ e−λtE

[
n∑

i=1

eλ·λi(Sn)

]
= e−λtEtrace exp(λSn)

= e−λtEtrace exp

(
n∑

i=1

λϵiAi

)

≤ e−λttrace exp

(
n∑

i=1

logEeλϵiAi

)
因为

e−A + eA

2
⪯ e

A2

2

由 log 的单调性, 故有

logEeλϵiAi ⪯ log e
λ2A2

i
2 =

λ2A2
i

2

因此
n∑

i=1

logEeλϵiAi ⪯
n∑

i=1

λ2A2
i

2
.

又因为 exp(·) 为单调递增函数, 故

trace exp

(
n∑

i=1

logEeλϵiAi

)
≤ trace exp

(
n∑

i=1

λ2A2
i

2

)

记 Z =
n∑

i=1
A2

i , σ
2 = ∥Z∥, 则有

P [λ1(Sn) ≥ t] ≤ exp(−λt) · trace exp
(
λ2

2
Z

)
= exp(−λt) ·

d∑
k=1

exp

(
λ2 · λk(Z)

2

)
(λk(Z) ≤ σ2)

≤ exp(−λt) · d exp
(
λ2σ2

2

)
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不等式右边关于 λ ≥ 0 最小化即

P [λ1(Sn) ≥ t] ≤ d exp

(
− t2

2σ2

)
∀t ≥ 0.

3 Bernstein

3.1: Bernstein

设 X1, . . . , XN 为均值为 0, 相互独立的 d 阶对称随机矩阵, 且 ∀i

∥Xi∥ ≤ K a.s.,

则对任意 t ≥ 0,

P

[∥∥∥∥∥
N∑
i=1

Xi

∥∥∥∥∥ ≥ t

]
≤ 2d exp

(
− t2/2

σ2 +Kt/3

)

这里 σ2 =

∥∥∥∥ N∑
i=1

EX2
i

∥∥∥∥.
若存在常数 C > 0, 使得 a ≤ Cb, 则该不等式简记为 a ≲ b.

3.1

在定理 3.1 条件下,

E

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

Xi

∥∥∥∥∥ ≲
∥∥∥∥∥

N∑
i=1

EX2
i

∥∥∥∥∥
1/2√

log(2d) +K log(2d).

3.2

设 {Xi}Ni=1 为与 X 同一分布的独立 d(d ≥ 2)-维随机样本, 其中 EXXT = Σ. 记 ΣN =

1
N

N∑
i=1

XiX
T
i . 若存在 K ≥ 1, 使得

∥X∥ ≤ K(E∥X∥2)1/2 a.s.,

则

E∥ΣN − Σ∥ ≤ C

(√
K2d log d

N
+

K2d log d

N

)
∥Σ∥ ∀N ∈ N+

. XiX
T
i − Σ 相互独立且均值为 0, 由推论 3.1

E

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

(XiX
T
i − Σ)

∥∥∥∥∥ ≲ σ
√

log d+M log d.
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其中 σ2 =

∥∥∥∥ N∑
i=1

E(XiX
T
i − Σ)2

∥∥∥∥ = N
∥∥E(XXT − Σ)2

∥∥, M 满足

∥XXT − Σ∥ ≤ M a.s.

故

E∥ΣN − Σ∥ =
1

N
E

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

(XiX
T
i − Σ)

∥∥∥∥∥ ≲ 1

N

(
σ
√
log d+M log d

)
σ 对任意 d 阶对称矩阵 A, 有 A2 ≡ A ·A. 故

E(XXT − Σ)2 = E(XXT )2 − Σ2 ⪯ E(XXT )2

又因为

(XXT )2 ⪯ λmax(XXT )XXT

= ∥X∥2XXT

≤ K2E(∥X∥2)XXT a.s.

即

E(XXT )2 ⪯ K2E(∥X∥2)Σ.

综合上述不等式有

∥E(XXT − Σ)2∥ ≤ ∥E(XXT )2∥ ≤ K2E(∥X∥2)∥Σ∥

此外

E∥X∥2 = Etrace(XTX) = trace(Σ) ≤ d∥Σ∥

故

σ2 = N∥E(XXT − Σ)2∥ ≤ NK2d∥Σ∥2

即

σ ≤ K
√
Nd∥Σ∥

M

∥XXT − Σ∥ ≤ ∥XXT ∥+ ∥Σ∥

≤ ∥X∥2 + ∥Σ∥

≤ K2E∥X∥2 + ∥Σ∥

≤ 2K2d∥Σ∥ : M a.s. ∀K ≥ 1.
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综上所述

E∥ΣN − Σ∥ ≲ 1

N

(
σ
√
log(d) +M log(d)

)
≲
(√

K2d log d

N
+

K2d log d

N

)
∥Σ∥

. ∀ϵ ∈ (0, 1),
√

K2d log d
N + K2d log d

N 中
√

K2d log d
N 为主项,

E∥ΣN − Σ∥ ≤ ϵ∥Σ∥ =⇒ N ≍ ϵ−2d log d.
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