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1 Sub-exponential变量

定义 1.1: Sub-exponential变量

设随机变量 X 的期望为 EX = µ,若存在非负参数 (ν, α)满足

E
[
eλ(X−µ)

]
≤ e

ν2λ2

2 ∀|λ| < 1

α
.

则称 X 为 sub-exponential变量.

评论. Sub-Gaussian变量一定是 sub-exponential变量,反之不成立.

例设 Z ∼ N (0, 1), X = Z2, EX = EZ2 = 1.

E
[
eλ(X−1)

]
=

1√
2π

∫ +∞

−∞
eλ(z

2−1)e−z2/2dz =
e−λ

√
1− 2λ

若 λ ≥ 1
2 ,矩母函数不存在,这表明 X 不是 sub-Gaussian变量.

另一方面,利用 ln(1− x)的泰勒级数展开,可证明

e−λ

√
1− 2λ

≤ e2λ
2
= e4λ

2/2, ∀ |λ| < 1

4
.

故 X 是以 (2, 4)为参数的 sub-exponential变量.
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引理 1.1

设Xi, i = 1, 2, . . . , n为相互独立的、以 (νi, αi)为参数的 sub-exponential随机变量, EXi =

µi,则
n∑

i=1
(Xi −µi)是以 (ν̃, α̃)为参数的 sub-exponential随机变量,其中 α̃ = max

i=1,...,n
αi, ν̃ =√

n∑
i=1

ν2i .

证明. 结论直接由定义得到.

2 Sub-exponential变量尾界

命题 2.1: Sub-exponential变量尾界

设 X 是以 (ν, α)为参数的 sub-exponential变量,则

P [X − µ ≥ t] ≤


e−

t2

2ν2 , 0 ≤ t ≤ ν2

α
,

e−
t
2α , t ≥ ν2

α
.

证明. 不失一般性假设 µ = 0. 由 Chernoff技巧, ∀λ ∈ (0, 1
α)有

P [X ≥ t] ≤ e−λt ≤ exp

(
−λt+

ν2λ2

2

)
.

记 h(λ) = −λt+ ν2λ2

2 . 当 λ = t
ν2
时, g(λ)取得最小值 g( t

ν2
) = − t2

2ν2
.

故若 0 ≤ t
ν2

≤ 1
α ,即 0 ≤ t ≤ ν2

α ,

P [X ≥ t] ≤ e−
t2

2ν2 .

若 t
ν2

> 1
α ,即 t > ν2

α ,

inf
λ∈(0, 1

α
)
g(λ) = g(

1

α
) = − t

α
+

ν2

2α2
≤ − t

α
+

t

2α
= − t

2α
.

此时

P [X ≥ t] ≤ e−
t
2α .

设Xi, i = 1, 2, . . . , n为相互独立的、以 (νi, αi)为参数的 sub-exponential随机变量, EXi = µi,

2



由命题 2.1有

P
[
1

n

∑
(Xi − µi) ≥ t

]
≤


e
− nt2

2(ν̃2/n) , 0 ≤ t ≤ ν̃2

nα̃
,

e−
nt
2α̃ , t ≥ ν̃2

nα̃
.

3 Bernstein型尾界

定义 3.1: Bernstein条件

给定随机变量X ,期望 EX = µ,方差 σ2 = EX2−µ2,称X以 b(> 0)为参数满足 Bernstein

条件,若 ∣∣∣E [(X − µ)k
]∣∣∣ ≤ 1

2
k!σ2bk−2

关于 k = 2, 3, 4, . . . 成立.

命题 3.1

若 X 满足以 b为参数的 Bernstein条件,则 X 是以 (
√
2σ, 2b)为参数的 sub-exponential变

量.

证明.

E
[
eλ(X−µ)

]
= E

[ ∞∑
k=0

λk(X − µ)k

k!

]

= 1 +
λ2σ2

2
+

∞∑
k=3

λkE(X − µ)k

k!

(i)

≤ 1 +
λ2σ2

2
+

∞∑
k=3

λkσ2bk−2

2

≤ 1 +
λ2σ2

2

(
1 +

∞∑
k=3

(|λ|b)k−2

)
(ii)
= 1 +

λ2σ2

2
· 1

1− |λ|b

其中利用 Bernstein条件,有不等式 (i)成立;若 |λ|b < 1即 |λ| < 1
b ,由 1

1−x 的泰勒级数展开得到

等式 (ii).

又因为 1 + x ≤ ex对任意 x ∈ R成立,故

E
[
eλ(X−µ)

]
≤ 1 +

λ2σ2

2
· 1

1− |λ|b
≤ exp

(
λ2σ2

2− 2|λ|b

)
(iii)

≤ exp
(
λ2(

√
2σ)2/2

)
.

其中不等式 (iii)成立若 |λ| ≤ 1
2b .

评论. 上述证明过程表明,命题 3.1中的 sub-exponential参数不唯一.
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由命题 3.1结合 Chernoff技巧,有如下结论.

定理 3.1: Bernstein型尾界

对任意满足以 b为参数的 Bernstein条件的随机变量 X ,有

E
[
eλ(X−µ)

]
≤ exp

(
λ2σ2

2− 2|λ|b

)
∀|λ| < 1

b

且满足集中不等式

P [|X − µ| ≥ t] ≤ e
− t2

2(σ2+bt) ∀t ≥ 0.

证明. 1. 定理中的第一个不等式由命题 3.1的证明过程得到.

2. 从 Chernoff技巧出发,由第一个不等式取 λ = t
bt+σ2 ∈ [0, 1b )得证.

评论. 对于有界随机变量即满足 |X − µ| ≤ b,可以证明X − µ是以 b为参数的 sub-Gaussian随机

变量,从而得到 Hoeffding型尾界. 另一方面, X 满足 Bernstein条件,从而有 Bernstein型尾界. 由

有界性, σ2 = E(X −µ)2 ≤ b2. 若 t很小,在忽略 bt影响的情形下, Bernstein型尾界是比 Hoeffding

型尾界更好的估计,尤其是在 σ2 � b2的情形下.

4 应用

χ2 变量. 设 Zk ∼ N (0, 1), 则 Y =
n∑

k=1

Z2
k 为自由度是 n 的 χ2 随机变量. 第一节中的例子

表明 Z2
k 是以 (2, 4)为参数的 sub-exponential随机变量, Y 是以 (2

√
n, 4)为参数的 sub-exponential

随机变量. 由前述内容可知

P

[∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

Z2
k − 1

∣∣∣∣∣ ≥ t

]
≤ 2e−nt2/8, ∀t ∈ (0, 1).

下述 Johnson-Lindenstrauss 引理表明高维空间中随机投影在欧式距离度量下具有近似保距

离的性质.

引理 4.1: Johnson-Lindenstrauss引理

给定 p 维空间中 N 个互异点 {ui}Ni=1 ⊂ Rp. 存在投影 F : Rp → Rd, 取 δ ∈ (0, 1), 当

d ≥ 8
δ2

log N2

ϵ 时,

∀(ui, uj), i 6= j, (1− δ)‖ui − uj‖2 ≤ ‖Fui − Fuj‖2 ≤ (1 + δ)‖ui − uj‖2

至少以 1− ϵ成立.

证明. 设 P ∈ Rd×p为随机矩阵,其中每一个元素 pij ∼ N (0, 1)且相互独立. 记 pi表示矩阵 P 第

i行.
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对于任意向量 v ∈ Rp, 〈pi, v
∥v∥〉 ∼ N(0, 1). 因此

Y :=
‖Pv‖2

‖v‖2
=

d∑
i=1

〈pi,
v

‖v‖
〉2

为自由度为 d的 χ2变量.

给定 ui, uj , i 6= j,由 χ2变量的集中不等式,有

P
[∣∣∣∣1d ‖Pui − Puj‖2

‖ui − uj‖2
− 1

∣∣∣∣ ≥ δ

]
≤ 2e−dδ2/8.

故

P
[
∃(i, j), i 6= j :

∣∣∣∣1d ‖Pui − Puj‖2

‖ui − uj‖2
− 1

∣∣∣∣ ≥ δ

]
≤
∑
i ̸=j

P
[∣∣∣∣1d ‖Pui − Puj‖2

‖ui − uj‖2
− 1

∣∣∣∣ ≥ δ

]

≤
(
N

2

)
2e−dδ2/8 ≤ N2e−dδ2/8

令 N2e−dδ2/8 ≤ ϵ,解得 d ≥ 8
δ2

log N2

ϵ ,此时

P
[
∀(i, j), i 6= j :

∣∣∣∣1d ‖Pui − Puj‖2

‖ui − uj‖2
− 1

∣∣∣∣ ≤ δ

]
≥ 1− ϵ.

定义随机投影 F : u ∈ Rp 7→ Pu√
d
∈ Rd,得证.
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