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1 Rademacher 复杂度上界

给定 n 个样本点 xn1 = (x1, x2, . . . , xn) ⊂ Rd, 考虑函数类 F ≜ {f ∈ F|f : Rd → R}, 集

合 F(xn1 ) = {(f(x)1, . . . , f(xn)) : f ∈ F} ⊂ Rn 的元素个数衡量了函数类 F 样本依赖 (sample-

dependent) 的复杂度.

例 1.1. 考虑函数类 F ≜ {sgn
(
wTx+ b

)
: w ∈ Rd, b ∈ R}, F (xn1 ) 的元素个数至多为 2n.

定义 1.1: 多项式判别 (Polynomial Discrimination)

称定义域 X 上的函数类 F 具有 ν(≥ 1) 阶多项式判别, 若对任意 n ≥ 1 及任意样本容量

为 n 的数据点 xn1 = (x1, . . . , xn) 均有

card (F(xn1 )) ≤ (n+ 1)ν .

其中 card(·) 表示集合元素个数.

评论. 满足多项式判别的函数类样本依赖复杂度随着样本容量多项式增长.

定理 1.1

设函数类 F 满足 ν 阶多项式判别且 F ≠ {0}, 则对任意 n ≥ 1 及任意样本容量为 n 的数

据点 xn1 = (x1, . . . , xn) 均有

Eϵ

[
sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

ϵif(xi)

∣∣∣∣∣
]
≤ 2D(xn1 )

√
ν log(n+ 1)

n
,

其中 D(xn1 ) ≜ sup
f∈F

√
n∑

i=1
(f(xi))2

n , ϵi 为相互独立的 Rademacher 变量.

为证明上述定理, 我们需要利用 sub-Gaussian 变量最大值的上界引理.
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引理 1.1: sub-Gaussian 变量最大值的上界

设 {Xi}i∈[n] 为一组均值为 0, 以 σ 为参数的 sub-Gaussian 变量, 则

E[max
i∈[n]

Xi] ≤
√

2σ2 log n ∀n ≥ 1.

且

E[max
i∈[n]

|Xi|] ≤
√
2σ2 log(2n) ≤ 2

√
σ2 log n ∀n ≥ 2.

定理 1.1 的证明. 因为 ϵi 是以 1 为参数、相互独立的 sub-Gaussian 变量, 故

• 1
nf(xi)ϵ 是以

f(xi)
n 为参数且均值为 0 的 sub-Gaussian 变量

•
n∑

i=1

f(xi)ϵi
n 是以

√
n∑

i=1

(f(xi))2

n2 为参数且均值为 0 的 sub-Gaussian 变量.

定义集合

S ≜
{

n∑
i=1

f(xi)ϵi
n

: f ∈ F

}

由引理 1.1

Eϵ

[
sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

ϵif(xi)

∣∣∣∣∣
]
= E

[
sup
X∈S

|X|
]

≤ 2

√√√√ n∑
i=1

(f(xi))2

n2

√
log card(S).

又因为存在映射 M : F(xn1 ) → S, 故有 card(S) ≤ card(F(xn1 )). 综上

Eϵ

[
sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

ϵif(xi)

∣∣∣∣∣
]
≤ 2

√√√√ n∑
i=1

(f(xi))2

n2

√
log card(F(xn1 ))

≤ 2

√√√√ n∑
i=1

(f(xi))2

n2

√
ν log(n+ 1)

= 2D(xn1 )

√
ν log(n+ 1)

n
.

评论. 若 ∀f ∈ F 有 ∥f∥∞ ≤ b, 则有

R(F(xn1 )) = Eϵ

[
sup
f∈F

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

ϵif(xi)

∣∣∣∣∣
]
≤ 2b

√
ν log(n+ 1)

n
.
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定理 1.2: 经典 Glivenko-Cantelli 定理

随机变量 X 的累积分布函数 F (t) = P[X ≤ t], F̂n(t) 表示样本容量为 n 的 F (t) 的经验

估计量, 其样本 Xi(i ∈ [n]) 相互独立, 则

P

[
∥F̂n − F∥∞ ≥ 4

√
log(n+ 1)

n
+ δ

]
≤ e−

nδ2

2 ∀δ ≥ 0.

因此 ∥F̂n − F∥∞
a.s.−→ 0.

证明. 证明思路

• 考虑函数类 F = {I(−∞,t](·) : t ∈ R}, 该函数类为 1 —一致有界, 即 ∀f ∈ F , ∥f∥∞ ≤ 1.

• ∥F̂n − F∥∞ ≤ 2R(F(Xn
1 )) + δ 至少以概率 1− exp(−nδ2

2 ) 成立.

• R(F(Xn
1 )) ≤ 2

√
ν log(n+1)

n , 若 F 为 ν-阶多项式判别.

• 需要确定 ν 的值

接下来我们将证明

card(F(xn1 )) ≤ (n+ 1) ∀n ≥ 1及∀{xi}i∈[n] ⊂ R.

根据以上定义有

F(xn1 ) ≜ {(I(−∞,t](x1), I(−∞,t](x2), . . . , I(−∞,t](xn)) ∈ Rn : t ∈ R}

不失一般性, 假设 x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn(排序不改变元素数量), 对任意数据点 {xi}i∈[n], 容易计算

得到

card(F (xn1 )) ≤ n+ 1

t x1 x2 xn

t ≤ x1

. . .

x1 t x2 xn

t ∈ [x1, x2]

. . .

x1 x2 xn t
. . .

t ≥ xn

故 F 为 1-阶多项式判别.
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2 Vapnik-Chervonenkis(VC) 维

在本节中我们仅考虑二元函数类,这类函数类的元素个数可以由人们所熟知的Vapnik-Chervonenkis(VC)

维控制.

定义 2.1: 打散 (Shattering)

考虑二值函数类 F , 给定 n 个数据点集 xn1 = (x1, . . . , xn), 称它们被 F 打散若

card(F(xn1 )) = 2n

成立.

定义 2.2: Vapnik-Chervonenkis(VC) 维

二值函数类型 F 的 Vapnik-Chervonenkis(VC)维是 F 能打散的最大的数据点数量, 记为

ν(F ). 换言之, 存在 ν(F) 个数据点 x
ν(F)
1 能够被 F 打散, 对于任意 ν(F) + 1 个数据点,

均不能被 F 打散.

• 若 F 为有限值, 则称二值函数类 F 为 VC 类.

例 2.1. 函数类 F ≜ {I(−∞,a)(·) : a ∈ R}, 给定一个数据点 x1, card(F (x1)) = 2, 对任意给定的

两个数据点的集合 x21 = (x1, x2), 不妨设 x1 < x2, 此时 card(F (x21)) = 3 < 22. 因此 ν(F) = 1.

例 2.2. 函数类 F ≜ {I(a,b](·) : a, b ∈ R 且 a < b}, 任意给定的两个数据点的集合 x21 = (x1, x2),

card(F(x21)) = 4, 对于任意 3 个数据点集合 x31 = (x1, x2, x3), 不妨设 x1 < x2 < x3, 容易知道

(1, 0, 1) /∈ F(x31), 故 card(F(x31)) < 23, 因此 ν(F) = 2.

命题 2.1

若二值函数类 F1 ⊂ F2, 则 ν(F1) ≤ ν(F2).

引理 2.1: Sauer-Shelah 引理

若二值函数类 F 有 ν(F) < ∞, 对于任意样本容量为 n 的数据点 P = (x1, x2, . . . , xn) 满

足 n ≥ ν(F), 有

card(F(P )) ≤
ν(F)∑
i=0

(
n

i

)
≤ (n+ 1)ν(F).
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3 控制 VC 维

定理 3.1

设 G 为函数 g : Rd → R 的向量空间, 满足 dim(G ) < ∞. 定义集合

S(G ) ≜ {{x ∈ Rd : g(x) ≤ 0} : g ∈ G },

则函数类

F ≜ {IS(·) : S ∈ S(G )}

的 VC 维至多是 dim(G ).

证明. 这里我们只要证明 F 不能打散任意 n := dim(G ) + 1 个数据点.

因为 G 为函数向量空间, 故对任意函数 g ∈ G , 存在 dim(G ) 个基函数 {φk} 及向量 c ∈

Rdim(G ) 使得

g =

dim(G )∑
k=1

ckφk

给定任意 n 个数据点集合 xn1 = (x1, x2, . . . , xn), 定义矩阵 Φ = [φk(xi)]ik ∈ Rn×dim(G ).

因为 dim(G ) = n− 1, 故 rank(Φ) ≤ n− 1, 因此存在非零向量 γ ∈ Rn 使得

ΦTγ = 0

又因为

γTΦc = ⟨γ, (g(xi))⟩ = 0 ∀g ∈ G .

不失一般性, 不妨假设 γ 至少存在一个分量大于 0, 则上式可改写为∑
i:γi≤0

−γig(xi) =
∑
i:γi>0

γig(xi) ∀g ∈ G .

此恒等式表明 ∀g ∈ G ,

sgn(ri) = sgn(g(xi)) ∀i = 1, 2, . . . , n

不成立.

定义向量 v

vi =


1, γi ≤ 0

0, γi > 0

综上所述 v /∈ F(xn1 ).

故 card(F(xn1 )) < 2n, 因此 F 不能打散任意 n 个数据点.
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例 3.1. 线性函数. 定义线性函数类 L ≜ {aTx+ b : a ∈ Rd, b ∈ R}, dim(L ) = d+ 1. 给定 (a, b)

定义半空间 Ha,b = {x ∈ Rd : aTx+ b ≤ 0}, 对于函数类

F ≜ {IHa,b
(·) : a ∈ Rd, b ∈ R}.

由定理 3.1, ν(F ) ≤ d+ 1.

例 3.2. Rd 中的球体. 考虑球体 Sa,b = {x ∈ Rd : ∥x− a∥ ≤ b}, 其中 (a, b) ∈ Rd × R. 设

fa,b(x) = ∥x∥2 − 2

d∑
i=1

aixi + ∥a∥2 − b2

故 Sa,b = {x ∈ Rd : fa,b(x) ≤ 0}

又因为 fa,b 可以改写为

fa,b(x) = (1, x1, x2, . . . , xd, ∥x∥2) · (∥a∥2 − b2, a1, a2, . . . , ad, 1)
T

故 S = {fa,b : a ∈ Rd, b ∈ R} ⊂ L = {⟨c, ·⟩ : c ∈ Rd+2}, 记 Sc = {x ∈ Rd+2 : ⟨c, x⟩ ≤ 0}.

定义函数类

F ≜ {ISa,b
(·) : a ∈ Rd, b ∈ R}.

L ≜ {ISc(·) : c ∈ Rd+2}

由定理 3.2, ν(F) ≤ ν(L) ≤ dim(L ) = d+ 2.
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