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Nesterov 加速梯度下降
取 z0 = y0 = x0

1 yk+1 = xk − 1
L∇f (xk)

2 zk+1 = zk − k+1
2L ∇f (xk)

3 xk+1 = k+1
k+3yk+1 + 2

k+3zk+1

无加速梯度下降

xk+1 = xk − 1
L∇f (xk)
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定理 1
设 f 为可微凸函数且为 L-smooth, 记 x∗ 为 f 的全局最小值点, 则
Nesterov 加速梯度下降法满足

f (yK )− f (x∗)≤ 2L‖z0 −x∗‖2

K(K +1)
, K > 0.

评述 Nesterov 加速梯度下降的算法复杂度为 O ( 1p
ϵ
), 比 O (1

ϵ
) 更好.
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证明

证明思路

1 构造 potential 函数

Φ(k)= k(k+1)
(
f (yk)− f (x∗)

)+2L‖zk −x∗‖2.

2 证明 Φ(k+1)≤Φ(k), 若成立则有

K(K+1)
(
f (yK )− f (x∗)

)≤K(K +1)
(
f (yK )− f (x∗)

)+2L‖zK −x∗‖2︸ ︷︷ ︸
Φ(K)

≤ 2L‖z0 −x∗‖2︸ ︷︷ ︸
Φ(0)
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为了证明 Φ(k+1)≤Φ(k), 只需证

∆ := Φ(k+1)−Φ(k)
k+1

≤ 0.

为了简化符号, 记 gk =∇f (xk)

∆= k
(
f (yk+1)− f (yk)

)+2
(
f (yk+1)− f (x∗)

)+ 2L
k+1

(
‖zk+1 −x∗‖2 −‖zk −x∗‖2

)
= ·· ·+ · · ·+ k+1

2L
‖gk‖2 −2〈gk,zk −x∗〉

≤ · · ·+ · · ·+ (k+1)(f (xk)− f (yk+1))−2〈gk,zk −x∗〉 (充分下降引理)

= k
(
f (xk)− f (yk)

)+2
(
f (xk)− f (x∗)

)+ (
f (yk+1)− f (xk)

)−2〈gk,zk −x∗〉
≤ k

(
f (xk)− f (yk)

)+2
(
f (xk)− f (x∗)

)−2〈gk,zk −x∗〉 (充分下降引理)
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∆≤ k
(
f (xk)− f (yk)

)+2
(
f (xk)− f (x∗)

)−2〈gk,zk −x∗〉
≤ k〈gk,xk −yk〉+2〈gk,xk −x∗〉−2〈gk,zk −x∗〉

= 〈gk, (k+2)xk −kyk −2zk〉.
= 0.

因为

xk =
k

k+2
yk +

2
k+2

zk
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定义 2 (Polyak-Lojasiewicz 不等式)
设 f :Rd →R 为可微函数, x∗ 为 f 的全局最小值点, 若存在 µ> 0,
使得对任意 x ∈Rd, 有

1
2µ

‖∇f (x)‖2 ≥ f (x)− f (x∗)

则称 f 满足 Polyak-Lojasiewicz(PL) 不等式.

若 f 满足 PL 不等式, 则驻点一定是全局最小值点.
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命题 3
设函数 f :Rd →R 可微, 且为 µ-强凸, 则 f 满足以 µ 为参数的

Polyak-Lojasiewicz 不等式

PL 不等式不能推出强凸性质

甚至一些非凸函数, 如 f (x)= x2 +3sin2(x) 也满足 PL 不等式.
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证明

由可微、µ-强凸函数的性质, 知 f 的全局最小值点 x∗ 存在且唯一,
且对任意 x,y ∈Rd 有

f (y)≥ f (x)+〈∇f (x),y−x〉+ µ

2
‖y−x‖2

≥min
y

{
f (x)+〈∇f (x),y−x〉+ µ

2
‖y−x‖2

}
= f (x)− 1

2µ
‖∇f (x)‖2

故有

min
y

f (y)= f (x∗)≥ f (x)− 1
2µ

‖∇f (x)‖2
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PL 不等式与梯度下降法收敛性

定理 4
设 f :Rd →R 可微且满足以 µ 为参数的 Polyak-Lojasiewicz 不等式.
在梯度下降法中取步长 h= 1

L , 则有

f (xK )− f (x∗)≤
(
1− µ

L

)K (
f (x0)− f (x∗)

)
, K > 0

其中 x∗ 为 f 的全局最小值点, x0 为梯度下降法初始点.
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证明

取步长 h= 1
L 时, 由充分下降引理

1
2L

‖∇f (xk)‖2 ≤ f (xk)− f (xk+1).

另一方面, 由 PL 不等式, 有 1
2µ‖∇f (xk)‖2 ≥ f (xk)− f (x∗).

结合上述两个不等式,

µ

L
(
f (xk)− f (x∗)

)≤ f (xk)− f (xk+1)

整理得到

f (xk+1)− f (x∗)≤
(
1− µ

L

)(
f (xk)− f (x∗)

)
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逐坐标 L -smooth
定义 5 (逐坐标 L -smooth)
设 f :Rd →R 可微. 若对于任意 i ∈ {1, . . . ,d}, 存在 Li > 0, 对于任意
x ∈Rd 满足

‖∇f (x+λei)−∇f (x)‖ ≤Li|λ|,∀λ ∈R,

其中 ei 为标准基. 则称 f 以参数 L = (L1, . . . ,Ld) 逐坐标

smooth(光滑). 若对所有 i, 有 Li =L, 则记 L =L.

逐坐标 L -smooth 函数满足

f (x+λei)≤ f (x)+λ∇if (x)+ Liλ
2

2
, ∀λ ∈R.
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逐坐标 L -smooth

L-smooth 函数一定是逐坐标 L -smooth, 后者提供更具体的函数
光滑性信息.

f (x1,x2)= x2
1 +10x2

2 为 L-smooth, L= 20. 同时 f 为逐坐标

L -smooth, L = (2,20).

f (x1,x2)= x2
1 +x2

2 +Mx1x2 (M > 0), 容易知道 f 为逐坐标

L -smooth, L = (2,2). 同时, f 为 L-smooth, 可直接计算得到
L=M+2. 这个例子说明 L-smooth 函数在考虑逐坐标
L -smooth 时, max Li 可以比 L 小.
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坐标下降法

坐标下降法在迭代过程包含两个步骤

1 从 [d] := {1,2, . . . ,d} 中选择坐标 i

2 xk+1 = xk −hi∇if (xk)ei

其中 hi 表示更新第 i 个分量的步长, ∇if (xk) 为梯度 ∇f (xk) 的第 i

个分量.
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逐坐标充分下降

引理 6
若函数 f 逐坐标 L -smooth, 参数 L = (L1, . . . ,Ld), 坐标下降法在
更新第 i 个坐标分量时取步长 hi = 1

Li
, 则有

f (xk+1)≤ f (xk)− 1
2Li

(∇if (xk)
)2
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坐标下降法 随机坐标下降法

随机坐标下降法

1 从 [d] := {1,2, . . . ,d} 中等概率地选择坐标 i

2 xk+1 = xk −hi∇if (xk)ei
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坐标下降法 随机坐标下降法

随机坐标下降法

定理 7
设函数 f :Rd →R 可微且有全局最小值点 x∗. 若 f 逐坐标

L-smooth 且满足以 µ 为参数的 PL 不等式. 以 x0 为初始点, 取步
长 hi = 1

L , 随机坐标下降法有

E
[
f (xK )− f (x∗)

]≤ (
1− µ

dL

)T (
f (x0)− f (x∗)

)
, K > 0.
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证明

由充分下降引理有

1
2L

(∇if (xk)
)2 ≤ f (xk)− f (xk+1)

在给定 xk 条件下, 不等式两端关于 i 求期望

1
2L

Ei

[(∇if (xk)
)2 |xk

]
≤ Ei

[
f (xk)− f (xk+1)|xk

]= E
[
f (xk)− f (xk+1)|xk

]
.

即

1
2dL

‖∇f (xk)‖2 = 1
2L

d∑
i=1

1
d

(∇if (xk)
)2 ≤ E

[
f (xk)− f (xk+1)|xk

]
.
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1
2dL

‖∇f (xk)‖2 = 1
2L

d∑
i=1

1
d

(∇if (xk)
)2 ≤ E

[
f (xk)− f (xk+1)|xk

]
.

结合 PL 不等式

1
2µ

‖∇f (xk)‖2 ≥ f (xk)− f (x∗),

整理得到

E
[
f (xk+1)− f (x∗)|xk

]≤ (
1− µ

dL

)(
f (xk)− f (x∗)

)
不等式两端关于 xk 求期望, 由期望的塔式法则

E
[
f (xk+1)− f (x∗)

]≤ (
1− µ

dL

)
E
[
f (xk)− f (x∗)

]
Weiwen Wang(王伟文) (暨南大学) 最优化方法 2025 年 4 月 10 日 20 / 36



Nesterov 加速梯度下降

Polyak-Lojasiewicz 不
等式

坐标下降法

随机坐标下降法

重要性采样

最速坐标下降法

ℓ∞-PL 不等式

坐标下降法 随机坐标下降法

E
[
f (xk+1)− f (x∗)

]≤ (
1− µ

dL

)
E
[
f (xk)− f (x∗)

]
利用上述递推关系得到

E
[
f (xk+1)− f (x∗)

]≤ (
1− µ

dL

)k+1 (
f (x0)− f (x∗)

)
.
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重要性采样

在 Li 不一致的情形下

1 从 [d] := {1,2, . . . ,d} 中依概率 Li
d∑

j=1
Lj

地选择坐标 i

2 xk+1 = xk − 1
Li
∇if (xk)ei
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定理 8
设函数 f :Rd →R 可微且有全局最小值点 x∗. 若 f 逐坐标 L -smooth 且

满足以 µ 为参数的 PL 不等式. 其中 L = (L1, . . . ,L2), 令 L̄=
d∑

i=1
Li/d. 以

x0 为初始点, 取步长 hi = 1
Li

, 基于重要性采样的随机坐标下降法满足

E
[
f (xK )− f (x∗)

]≤ (
1− µ

dL̄

)K (
f (x0)− f (x∗)

)
, K > 0.
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证明.
由充分下降引理

1
2Li

(∇if (xk)
)≤ f (xk)− f (xk+1).

在给定 xk 条件下, 不等式两端同时关于 i 求期望

Ei

[
1

2Li

(∇if (xk)
)]≤ Ei

[
f (xk)− f (xk+1)|xk

]= E
[
f (xk)− f (xk+1)|xk

]

Ei

[
1

2Li

(∇if (xk)
)]=

d∑
i=1

1
2Li

Li

dL̄

(∇if (xk)
)2 = 1

2dL̄
‖∇f (xk)‖2.

由 PL 不等式
‖∇f (xk)‖2 ≥ 2µ

(
f (xk)− f (x∗)

)
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续.
整理得到

E
[
f (xk+1)− f (x∗)|xk

]≤ (
1− µ

dL̄

)(
f (xk)− f (x∗)

)
不等式两端同时关于 xk 求期望, 得到递推关系

E
[
f (xk+1)− f (x∗)

]≤ (
1− µ

dL̄

)
E
[
f (xk)− f (x∗)

]
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最速坐标下降法

1 选择坐标 i 使得 i= argmax
j∈[d]

|∇jf (xk)|
2 xk+1 = xk −hi∇if (xk)ei
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定理 9
设函数 f :Rd →R 可微且有全局最小值点 x∗. 若 f 逐坐标

L-smooth 且满足以 µ 为参数的 PL 不等式. 以 x0 为初始点, 取步
长 hi = 1

L , 最速坐标下降法有

f (xK )− f (x∗)≤
(
1− µ

dL

)T (
f (x0)− f (x∗)

)
, K > 0.

证明.

利用不等式 max
i∈[d]

|∇if (x)|2 ≥ 1
d

d∑
i
|∇if (x)|2, 余下部分与之前证明相

同.
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算法复杂度分析

迭代次数 K 与误差 ϵ 的关系

定理 4: 梯度下降法 K =O
(

L
µ

log 1
ϵ

)
定理 9: 最速坐标下降法 K =O

(
Ld
µ

log 1
ϵ

)

算法复杂度的公平比较

梯度下降法一次迭代需要计算 d 次微分, 故在公平比较的情形下,
梯度下降法的计算复杂度为 d ·O

(
L
µ

log 1
ϵ

)
=O

(
Ld
µ

log 1
ϵ

)
最速坐标下降法一次迭代同样需要计算 d 次微分, 故计算复杂度为
d ·O

(
Ld
µ

log 1
ϵ

)
=O

(
Ld2

µ
log 1

ϵ

)
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Q: 坐标下降法中算法复杂度 O
(

Ld
µ

log 1
ϵ

)
的 d 能否被消除?
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定义 10 (ℓ∞-Polyak-Lojasiewicz 不等式)
设 f :Rd →R 为可微函数, x∗ 为 f 的全局最小值点, 若存在 µ> 0,
使得对任意 x ∈Rd, 有

1
2µ

‖∇f (x)‖2
∞ ≥ f (x)− f (x∗)

则称 f 满足 ℓ∞-Polyak-Lojasiewicz(PL) 不等式.
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引理 11
设 f :Rd →R 为可微函数, 若存在 µ> 0, 使得 ∀x,y ∈Rd,

f (y)≥ f (x)+〈∇f (x),y−x〉+ µ

2
‖y−x‖2

1

则 f 满足 ℓ∞-PL 不等式.
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证明.
因为 ∀u ∈Rd,‖u‖1 ≥ ‖u‖2, 故

f (y)≥ f (x)+〈∇f (x),y−x〉+ µ

2
‖y−x‖2

1︸ ︷︷ ︸
g(y)

≥ f (x)+〈∇f (x),y−x〉+ µ

2
‖y−x‖2.

即 f 为 µ-强凸函数, 因此 f 存在唯一全局最小值点 x∗.

记 i= argmax
j∈[d]

|∇jf (x)|, 取 ȳ= x− 1
µ
∇if (x)ei, 有 0 ∈ ∂g(ȳ), 故由最优性条件

g(y)= f (x)+〈∇f (x),y−x〉+ µ

2
‖y−x‖2

1

≥ g(ȳ)= f (x)− 1
µ

(∇if (x)
)2 + 1

2µ
(∇if (xk)

)2
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µ
∇if (x)ei, 有 0 ∈ ∂g(ȳ), 故由最优性条件
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续.

f (x)+〈∇f (x),y−x〉+ µ

2
‖y−x‖2

1 ≥ f (x)− 1
µ

(∇if (x)
)2 + 1

2µ
(∇if (xk)

)2

故

min
y

f (y)= f (x∗)≥ f (x)− 1
2µ

(∇if (xk)
)2

因为 i= argmax
j∈[d]

|∇jf (x)|, 故 (∇if (xk)
)2 = ‖∇f (x)‖2∞.
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定理 12
设函数 f :Rd →R 可微且有全局最小值点 x∗. 若 f 逐坐标

L-smooth 且满足以 µ 为参数的 ℓ∞-PL 不等式. 以 x0 为初始点,
取步长 hi = 1

L , 最速坐标下降法有

f (xK )− f (x∗)≤
(
1− µ

L

)T (
f (x0)− f (x∗)

)
, K > 0.
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证明.
由充分下降引理

1
2L

(∇if (xk)
)2 ≤ f (xk)− f (xk+1),

其中 i= argmax
j∈[d]

|∇if (xk)|, 因此

(∇if (xk)
)2 = ‖∇f (xk)‖2

∞.

由 ℓ∞-PL 不等式

‖∇f (xk)‖2
∞ ≥ 2µ

(
f (xk)− f (x∗)

)
.

从而
µ

L
(
f (xk)− f (x∗)

)≤ f (xk)− f (xk+1),
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续.
µ

L
(
f (xk)− f (x∗)

)≤ f (xk)− f (xk+1),

整理得到递推关系

f (xk+1)− f (x∗)≤
(
1− µ

L

)(
f (xk)− f (x∗)

)
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